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LA FORMATION DES NOTIONS EN LOGTQUE COMBINATOIRE

D'une maniére générale, par “formation des notions", on peut
entendre leur construction historique, la manidce dont pour la
premiére fois elles ont €té produites, mais aussi toute in-
vestigation qui les retrouve. 11 y a alors autant de

formations qu’on est capable heuristiquement d’'en ima-
giner et qu‘il y a d‘objectifs différents & atteindre.
L/ 1dée mape qu“il y aurait des "bases" d‘une  approche

mathématique est inexacte et stérilisante si on les congoit comme
des points de départs intangibles. Chercher des voies nouvelles.
vers des notions connues est un aspect important du travail ma-.
. thématique. On se propose de le montrer en examinant la manidre
dont la logique combinatoire parvient & retrouver, dans un type de
langage qui seamble d'abord trés différent, 1'implication 1intui-
tionniste et ses propriétds!. : ' . '

Nous commencerons par présenter plusieurs notions de la thdorie
des combinateurs, sous la forme d'un langage formel, que nous
appellerons L, “dont 1'alphabet ¢oiporto les données suivantes:

- un ensemble £ infini dénombrable d'éléments: a, b, ¢, d, e,
£, 9, h, a* ..., h*, a% ... (dits “variables"), I, K, W, C, B
(dits “combinateurs élémentaires"):

- une opération binaire: *  (dite “application");

- une relation binaire: —— (dite "réductibilité"); :

- deux symboles de penctuation: (,) (dites "parenthéses").

e

1 Haskel B, Curry est le principal promoteur de la logique com-
binatoire, dés les années 30. Il est 1’ auteur, avec Robert Feys pour
le premier volume, avec J. R Hindley et J. P Seldin pour le se-
cond, de 1" ouvrage classique dans ce domaine:  Combinatory Logic, "
Amsterdam, North-Holland Publ. Comp., I, 1l&re ed. 1958,  2&me ed.
1968 (auquel se font nnsvr‘!drenccsi; 11, 1972, 4 e s
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Ne sont bien formées que les expressions déterminees par les
régles:

RF,:  tout élément de € est un terme;

RF,: si x et y sont des termes, (x *y) est un terme;

RF

X, ¥, Z, w, ou ces mémes lettres avec apostrophes ou indices
numétiquaé, sont des métavariables et désignent des termes quel-
conques; (x * y), dans son sens le plus large, indique que 1' ad-
jonction de y a x produit quelque effet. Au lieu du mot “terme",
neutre et général, on peut dire, en le spécifiant,
"combinaison applicative" (en bref, ‘“combipaison"). Par RFl une
combinaison peut n'avoir qu'un seul élement; K, p. ex., est une

3¢ si x et y sont des termes, x—> y est une formule.

combinaison.

Par économie d'ecriture, nous supprimerons désormais tout usage
de "+" @t toute paire de parenthéses groupant les termes deux par
deux vers la gauche; (a * b) s’écrira donc  ab, (Ca * b)*c)
s'eécrira abc, (a * (b * ¢g)) s’écrira (bc). Nous  conviendrons
aussi d’écrire x-—ay ——2 ,.. PpOUT X+~> y, y —»2Z ... Les expres-
sions de forme xy sont dites "molécules" KI p. ex., est une molé-
cule; K et I sont respectivement 1’argument de gauche et 1'argument
de droite de 1’ application de K a8 I. Une combinaison sans parenthé-
se est dite “suite"; a, abec, p. ex., sont des suites.

A chacun des 5 combinateurs élémentaires est associde une regle
(0ite "“de récriture") qui exprime la transformation qu'il fait
subir 3 une certaine suite, exprimée en métavariables. On appelle
“récriture” la combinaison obtenue par 1'actiaon d'un combinateur
sur la suite qu'il précéde:

Tgmrg;le ' ;grfgligégg nom du combinateur présent
(B Ix—s X identificateur (élémentaire)
Ky KXy — X éliminateur (élémentaire)
(W) Wxy —» Xyy duplicateur (é1émentaire)
(c) Cxyz —> x2y permutateur (élémentaire)
(B) : Bxyz — x(y2) compositeur (élémentaire)

x, y, z étant des termes quelconques, on a p. ex. (en numérotant
les arguments et en indiquant les régles | loyées wab ——x abb;
gu quan gl employées) ‘2-135 ;

KXU—7;\I; x —»»y indiquera que y s’obtient de x 3 1’ issue de
12 (K)
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plusieurs récritures successives. Ainsi Blab—»ab car Blag——(a-sl(ab)
—»ab,

Plus généralement, on appellera “combinateur (proprement dit)"
tout terme auquel est associde wune régle de récriture telle que,
si X est ce terme, Xx; ... X =y ... Yo, ot Yy +++ Yp soONt

, ; n
des combinaisons de Xpv cova Xpo Ainsi, BI est un combinateur.

Les valeurs de n et de m sont d?tes respectivement "ordre" et
"degré" de X. Le combinateur sera dit “régulier" si et seulement
si Y1 est X1 et si Yo +ve ¥p sont des combinaisons de Xogs evuy X
(X laisse invariant le premier argument). X, Y, voire avec indices,
seront des métavariables de combinateurs. Un combina}eur d'ordre
n appliqué a une suite ayant moins de n éléments ne donne pas lieu
3 récriture, appliqué a une suite ayant plus de n éléments il la
récrit selon la premiére des deux régles de monotonie (gauche et
droite) qu'on adjoint aux précédentes: si x commence par un com-
binateur et si x--y, alors: v

(MG) quelque soit z, xz —syz. Ainsi par (K) et (MG) Kabc -——sac;

(MD) quelque soithi,zx-yzy. Ainsi par (K) et (MD) a (Kbc)—> ab.

Le combinateur agit a 1’ interieur d'une expression donnée,
ma1s akKbc neé se récrit pas. On peut modifier L en ajoutant ou en
substituant certains combinateurs a I, K, w, C, B, p. ex. S tel
que Sxyz —» x2(yz). Une question essentielle porte dans tous les
cas sur la complétude de 1'ensemble.

Un enseable {Xl, TR } de combipateurs est dit “complet" (ou
"gtre une base") s1 pour tout enseuble fini {xl, wvey R }da varia-
bles et toute combinaison @ de ces variables, il exiate une com-
binaison Q' de Xys +-ey Xgs telle que Q' Xp-oee xn'-——o—- 0. :

Gn sait établir d'une part que {I K, W, c B } est une base,
d"autre part (et notamment) aque {K, W, c B} en est une aussi
car 1 peut étre détini, et donc remplacé, par WK. On dit en
-effet que X s ¢ Y si et seulement si le définissant Y est une
~ combinaison de X s «+ey Xg et qui posséde le méme régle de ré-

criture que X, le de’f.lni,. Ainst, Ix——ex; WKX—= KXX —=X. '
. {x, s} forme également une base, tous les combinateurs. diffé-
' rents de K dans {I K, W, C, 8} étant dd!inissablee par K, S. De
lavm&me maniére, est une- base tout enseuble de co-btnateurs {x‘,
iy Xy } tel que K et S soient définissables par xl vioy Xg Cou
identiques a l’un des: Xl ey X ) On démontre qu aucune base he
comporte moins de deux elémenta.
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Notons, pour expleoitation ultérieure, que dans chacun de ces
langages, chaque expression est obtenue & partir de xl, o3 ark xm
par application, et qu'on peut &én donner une constructian (dite
“normale”) en prenant les termes dans 1’ ordre, qui est unique,
déterminé par les conditions suivantes:

(1) ies arguments d'une application avant 1'application elle-
~méme ;

(2) les arguments & gauche d’un argument donné avant cet argu-
ment ;

(3) chaque nouvelle occurrence d'un terme est treitée comme
s'1l s'agissait d'un terme nouveau.

Cette construction peut s'exprimer sous la forme d’un arbre
dgéductif. On écrira l*—&~§;-iv—24—l la formation de XY, dite
“"la conclusion", & partir de'x, dite "la majeure", et de Y,
dite "la mineure”. Ainsi, par rapport a la base {K, S } 1' expression
K(SK) se construira:

o) b P
bk 4. SK
5. K(SK)

Nous proposerans ici plusieurs moyens éimplas pqrmettént' de
former ces bases de combinateurs. Il est vrai qu‘on pourra estimer
ces résultats a la fois trop natuvels et pas assez. D'une part, en
effet, les procédés obtiennent des bases assez trivialement, d'autre
partrde nomhreux combinateurs formés pourront’étre-qualitiés d'ar-
tificiels, au sens ou Curry juge tel le combinateur J éyant',la
régle de récriture nyzﬁ-——»xy(xuz), Toutefois, comme on le
verra, 1ls permettent de produire, sous des conditions données,
des systemes axiomatiques complets bour cettainas lbgiques ‘formu-
lées en dehars d'une approche combinatoire, dont 1‘obtention peut .
#tre moins triviale que celle des combinateurs qui sefvent 4 1’ ab-
tenir. 0 T ' ' _ '

Nous présenterons surtout des remplagants de K. 1ls compor-
teront des combinateurs 5 effet d‘élimination, un combinateur €tant
tel si et seulement si dans 1'expression de sa régle de récri-
ture une des variables au moins de la suite ne figure pas dans la
réc;iture. En effet, aucune cohbinaison de combinateurs pclnitits
dont aucun n'a d'effet d'élimination ne permettrait de définir K
suisqu’a aucune étape des récritures effectuées par ces combinateurs



La formation des notions en logique combinatoire 317

le nombre des occurrences d’une variable npe décroft. Nous cher-
cherons aussi & faire droit a8 la formation heuristique des notions
en cause, pour illustrer une diatinction'taite précédemment. Notre
présentation sera donc volontairement moins épurde gqu'elle devrait
1'étre & d'autres égards, et atin de restituer justement la manie-
re dont 1’ esprit chemine. On peut procéder p. &x. en géndralisant
le cas suivant: si A et A’ ont des reégles de récriture telles que
A" ab ——+abb, Asbb-——> a, c-3-d. sont identifiés par  A’xy —e xyy,
Axyz —» x, 1'expression A’A définira K puisque A’ Axy —s AXXY > X.
De la {A' c.-a-d. W), A, § } est une base. En outre, comme on sait
définir S par W, C, B ou par W, B‘ (c.-a-d. CB), sont aussi des
bases {A, W, C, B },et {a, W, B'}.

La méthode consiste évidemment 3 remplacer K par ane  sorte
d‘extension de K, c.-a-d. par un combinateur X qui obtient une
récriture ne conservant que le premier argument, camme le fait K,
mais d’ordre supérieur a celui de K, tpré$ s‘étre donné un combi-
nateur X' qui commence par obtenir de la suite Xy '1mposée pour
X'X, grdce a un certain nombre de répétitions, une combinaison de
degré egal & 1'ordre de X.. Plus généralement, si X ast tel que
XX ves X Xy, ON @K = X‘X si:’ (a) X' et X sont des com-
binateurs réguliers, (b) 1'ordre de X'est 2 ou 3, (c) le degré de
‘X" est au moins 3 et le dauxiéma élénent de la racrxture est y, (d)
la récriture obtenue par X" sur Xxy comporte au noins 3 termes
autres que X, (e) 1'ordre de X est égal au nombre de termes autres
que X que comparte la récriture obtenue par X’ sur Xxy, (£) 1a ré-
criture de X est x, .

En effet, par (a), (b), (c) on a;- : 5
) X xy —pxyx{ ook, 0b X] ++. X, sont des combinaisons de
y, ou _ : s iy : N 3
3) x'gyz——-bxyxi ..,'ié; ou 'ilf;‘ xévsont'&es combinaisens de’
y, 7 et donc pour (&) X' Xxy —>Xxx} .};'x;y,'oh X} ... X sont des
combinaisens de x, pour (B)‘ XfXxy—-4Xx%i 5 xm, “ol xi-f" 'n
sont des cugpinaispn;,dq x, -y 'i0r, par (d). XX{ . xmy et .

._xé” yompbttent au moins 3 tetn@s, donc par (e) et {f). Xxxt
ColURpY = X, 'Xxxa‘..; x.-——+x.' Ainsi, et entre euttes.~a A’ et
A tels que A" xyz-—w’xy(yz)zy et Axyzu — X formant “avec’ §  une-
base: A’'Axy —» Ax(xy)yx-—¢ X, i : ; vigrs f e

X peut 8tre aussi un comhinateur quz' Suflleu.:d'éiim1neff“to05
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les eléments d’'une suite sauf le premier, élimine tous les éléments
d’'une suite sauf le dernier: Xxl cae KXo S1 on se donne pat
exemple Axy-—»y et le combinateur C, on a K = dt CA car CAxy-—-»
Ayx — x. Il s’ensuit que {C, A (c -a-d KI), S} est une base,
donc aussi {C, A, W, B}, {c, A, W, B?.'

On peut généraliser ce résultat. Pour tout X tel que XXy wen
X X, 1l existe un combinateur X' tel que XXxy —-»x, 11 suf-
fit en effet que X' ait une régle de récriture de la forme: x‘xlxzx3
=X Xy . Xy X, ol X3 ... X3 comporte n - 1 occurrences de x
(C'est le cas particulier de X' pour lequel Xy +.. X3 comporte un
seul élément).

pour Axyz -—»z, on a A’ xyz— xzzy, i1 vient A’ Axy —=Ayyx —» x,

pour Axyzw-—»w, on a A'xyz —» xzzzy, il vient A’ Axy —> Ayyyx
- %, ete. ;

On pourrait démontrer ce résultat par récurrence. Une autre
solution sera en outre présentée plus loin. Dans chacun de ces cas
{A', A, 'S } est une base. : §

Si on considére maintenant un combinateur X tel que Xxi-... Xq

Xp=> X,y (ot n>2), onaks= g0 X...X, ol X ... X com-
porte n - 1 occurrences de X. Soit Axyz—-»y, on a AAXYy - X;
80it Axyzw--—»> 2, on a AAAxy —» x, etc. (ce qu'une reécurrence ob-
tiendrait & nouveau). Notons qu’ une seule récriture intervient pour
chaque expression. Dans chacun de ces cas, {A, Sf forme une base.
On va généraliser sur ce X et donner une définition de K & par-
tir . d'un combinateur X tel que Xxl I A ] (ol i € n - 2).

Cette situation nous intéressenparce qu’elle danne 1’ occasion
d'expliciter la maniére dont heuristiquement peut se former une
base de notions. L'attention se trouve focalisée sur un certain
cas, ici une valeur particuliére de i, 1la valeur n - 1, qui offre
‘une solution facile ou plus élégante (un seul combinateur y suffit
a remplacer K), puis la solution s’étend de part et d'autre, come
un cristal-germe le fait dans une eau-mére, ici d'un cdté 3 i = n,
de 1'autre c6té & i < n - 2, parce qu'on s'est apergu - que la
formule donnant la solution du cas initialement considéré peut re-
cevoir des ajouts qui la rendent propre a traiter des autre cas,
et méme s1 c'est aw prix de sa preniére,siupllcité. Des lors, se
trouvent relégués certains résultats obtenus pour d'autres cas.
(comme ici d’une part pour i = 1, -d’autre part pour i = n) qui
n‘ont pas suscité, méme s'ils 1’ aursient pu, les mémes dévelop-
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penents, mais auxquels il peut arriver de préparer la voie au
traitement définitif en offrant, comme ici, des solutions voisi-
nes. Sans doute faut-il reprendre apreés coup les résultats pour
leur donner d’emblée une formulation plus satisfaisante mais il
demeure intéressant aussi d'expliciter les processus psychologique-
ment formateurs, si maladroits soient-ils. )
Soit un combinateur X tel gue P Xy (1 € i € n) et
soit les combinateurs
Cxlxle—» X X3%,
et Clxixszx‘—-. XaX3X,aX,
CoX XoXaX, — XoX3X, X X, etc., en général .
CpXpXgX3Xy —» XpXgX,X) .. X1 (ob X{ -«+ X, comporte h oc-
currences de xl). et en supposant toujours exclus n = 1 car aucun
combinateur d‘ordre 1 n'a d'effet d'élimination, et le combina-
teur X tel que Xxy-—» x qui se confond avec K. Il vient alors:

(1) si 1
currences de X; .

(2) 8i 1= n, K » ag C(X ... X), ol X ... X comporte n - 1 oc-
currences de X; : )

(3) si i« n=-2,Ks= af CpX(X ... X), ol X ... X comporte i oc-
currences de X at ot h = (n - 1) - i.

En effet, (1) peut s'obtenir, comme on l'a vu, par récutrence,
(2) également en raisonnant sur les cas suivants: ,

POUT AX Xy ~—e X, CAXy —+ Ayx ——= X K = dt.c.‘

pour A{lxzx}-—¢x3_ C(AA) xy —=AAyx —=x |K = gt C(AA)

pour Axlx?x}x‘-——.x4 C(AAA) XYy —= AAAYyX —» x |K = daf C(AAA)

n o LooK ¥ g, X An XS ou X ... X comporte n - 1 oc-

etc.

Afin d'établir (3), considérons une expression de forme («):
X ... Xxy et les expressions (8) 01X(X i & B ou X ... X comporte
une occurrence de X en moins que dans. (o)

(@) sz(x siok, WEy O TR G cnmporta deux occurrences de X en
moins que dans («). Dans (a) 1e X de téte posséde les n ‘arguments
que lui attrlbue sa régle de récriture et x est 3 la place n=1,
d'aprés (1). ¥

CaXNyx X)xy se récrit (7): X vu. XxyX,
CoX(X ... X)xy se recrit (): X ... XxyXX etr.

Dans (1), (75, etc. le X de téte posséde une suite “ayant le
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méme nombre d'arguments que dans (%) puisque CyX, C,X, etc. pla-
cent a droite de 1'expression X .., Xxy - exactement le nombre de X
qu'elle comporte en moins sur sa gauche que dans (x). D/autre part,
x est dans (J), avec CyX, a la place (n - 1)- 1, c.-a-d. n - 2,
dans (7, avec C,X, 2 la place. (p - 1) - 2, ¢.-3-d. n - 3, etc.,
puisqu’il y a respectivement ‘2 arguments a la droite de x, 3 argu-
ments & la droite de x, etc., donc avec chx 4 la place (n - 1) -
- i, 1 étant selon (3) chacune des valeurs egales ou inférieures a
n - 2, Enfin, dans (1), (7)), etc. le X de téte récrit % alg
suite qu' il précéde si X est tel que, respectivement: XX ove X
b X

n
n-2i XXy ... x —ax  yetc. Donc si ign -2, 1’ expression

CyX(X ... X)xy obtiendra x & la place donnée pour i par- X. On
aura CpX(X...X)xy =——+»x. Soit p. ex.: :

Ax XoX3 —* X, AAxy —-» X cf. (D K= 40 M

A XpXg = Xy £, AAxy —» AxyA — x ef. £3) K= dt C1AA
AX) X XXy == Xy~ AMAXY — X cf. (1) K= 0 AMA
AX XXXy =Xy CiACM)Xy —» MxyA —sx  cf. (3) K= 4 C,AAR)
AX) XX gX, X —wX)  CyAAXy —» AXyAAA —sX of. (3) K= 4o C4AA

Nous nous sommes intéressés aux remplagants de K (et seulement
d'une certaine classe). Il est possible aussi de trouver des rem-
plagants de S. Ainsi pour Axlx2x3x‘——» xlx2x3x‘(x3x‘) et A'xlxlex4
-.x1x}x;, S =g AN puisque AA’ xyz —» A’ xyz(yz) —sxz(yz).

Dans la théorie des combinateurs qu’on vient d'explorer, les
entités sont aussi peu différencides que possible. Dans la seconde
partie du programme combinatoire, au contraire, la théorie dite
“de la fonctionnalité”, elles vont étre classées en catégories.

On se donne des catégories primitives, 9, 92, ... convenant
aux objets d'un certain domaine, exprimé en un langage applicatif.
On les attribue 3 certains objets de ce domaine, en écrivant p. ex.
91x, 92(xy), qu’ on peut lire "x est un B," "xy est un 8,". Sur ces
données, on obtient d'autres catégories du domaine et leur attribu-
tion & certains objets, gréce d un opérateur F (qui n'est pas  un
combinateur) tel que: : )

- (1) si « et B sont des cat‘ggrtes. alors Fxp est une catégorie;‘
(2) siw(xy) et gy, alors FBax, c.-8-d. si xy est uno et y ug
B, x est un FRu: £££51F§£%1 ou (2') qui permute dans (2) la majeure
et la conclusion (avec restitution de 1'ordrex, 3, des variables):
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(2') si1 Fupx etoy, alors B(xy): Fot E(xy) Nous appellerons

(2')*la régle (F). Elle obtient la catégorie d'un terme composé a
partir de ceélles de ses composants; « et 3 sont des métavariables
de catégories. En seront aussi ¥, , «', ..., &, a" ... Pour
certains traitements, comme ceux qui suivent, on peut s 'exprimer
4 1' aide des seules métavariables (c.-a-d. en termes Qeneraux) en
laissant 9 2, ... sans emploi. Fa@x se comprendra comme signi-
fiant "“"x appartzent 4 la catégorie FufB des objets dont chacun,
appliqué & un objet de la catégorie o, détermine un objet de la
catédgorie B"; Fop sera dit “exprimer un caractere fonctionnel de
x", c.-a-d. son type de fonction, et par rapport & des prémisses
données. Dans une expression de forme Fafx, x est dit "le sujet",
Fup “le prédicat",

Par (2), on peut facilement dete:niner le catactere fonctionnel
de 1 ou de K. Si on pose . gu'une expression et sa récriture appar-
tiennent a la méme catégorie, disonso, comme Ix—» x, Kxy —>x, il
vient: - '

gs.mm.l.gz | ﬂmﬂﬁ 8 —

T FeFBoK
D'une maniére comparable, on obtient 1'expression FFaxFRyFFupFfayS.
En désignant par (FX) 1’ expression attribuant '3 X un caractére
fonctionnel, on a donc: (FI) Faal (FK) Fofpak (FS) FrofF@f FupFayS.

Curry a formulé et démontré un théordme, dit “"de construction
du sujet”, qui intéresse nos investigations. Il donne une techni-
que permettant d'obtenir la déductron-par (F) du caractére fonc-
tionnel (qu’'il n'est pas besein de connaltre avant de 1'entre-
prendre) - d'un combinateur donné X, & partir de prémisses donndes,
ou d'établir que la déduction d'un’carnciére tonctionnel  pour X
est impossible dans le systéne conaidéré Nous - le : préaenterons
moins formellement et on le rastraionlnt d’ abord a un cas sxnple.
Puis, nous indiquerons con-ent il est posssble de le gqneraliser_
pour retrouver 1’'ensemble des cas du théoréme de Curry.

Soit h déduire le carsctére fonctionnel d'un coubtnateur X par_
(F) a partir de (FK) (FS) donnés comme schémas d’axiomes et en se
; bornant & utiliser les termes ptialtite 'K et S. Notons ‘que, comme
toutes les netafornulea, (FK) (FS) incorporent en somme la régle
de substxtutzon dans leur toraulation. _Chaque variable o, B , ...
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peut donc e€tre remplacée par des symboles quelconques de catégo-
ries. Nous appellerons S'l ce systéme formel.

X est édvidemment une molécule composée de K et de S par ap-
plicatian. On prouve alors le théoréme suivant:

Si on peut déduire des schémas d'axiomes (FK) (FS), par (F),
le caractére fonctionnel d'un combinateur X, soitnX, alors (I)
11 existe une ddduction normale de nX a partir de (FK) (FS), par
(F). Cette déduction est telle qu’il existe des termes Xpv ooes xq,
Tys wees Mg POUE lesquels elle obtient les énoncés N1 X0 D% <o
Mg c.-3-d. X, a le caractere fonctionnel 7, ete.;

‘(LJ) Xps enns Xq forme une construction normale de X & partir

de K, S par application. Cette construction est unique;
' (II1) s X n'est ni K ni S, c.-3-d. s'il a 1la forme X;X;,
alors 0, = FWJWk (le cgractere fonctionnel de X s'obtient en
plagant F devant le caractére fonctionnel de Xy suivi du caractére
fonctionnel de Xk); ;

(1V) si X, est K ou S, alors 0, X est une instance de (FK) ou
de (FS);

(V) si X ne comporte pas K (respectivement, ne comporte . pas
5),  alors aucune instance de (FS) (respectivement; de {(FK)) n'in-
tervient dans la déduction normale de X.

En esquisse, la preuve est la suivante: de méme que si Xk est
obtenu par application de x1 et %f XP 3 il egxste une - constru-
ction par application, de forme '13§—yf—4 qui est la‘construction
dite "normale" de LI dé méme s} NiX, est obtenu par (F) de n;: %
et de njxj' il existe une déduction par (f) de forme

4% 1. X
R

qui est la déduction nurmale de ')kxk‘ O'autre_part,'cetiq - déduc-
tion normale s'effectue én somme sur une construction normale puis-
que la déduction normale de Xk se confond avec ‘la construction
normale de X, quand les 1) ne sont pas considépés. Cela légitime
(1) et (I1I). On établit (III) en remarquant que pour obtenir
par (F) N (X;Xy), 11 faut qu'on ait ﬁixi et n,X; tels que 1, =
= ngqk. .Il vient'algt& : 3 ] . ;
Fn X 23%3
'nk(XiXJT
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(Iv) et (V) sont a peu piés évidents 3 partir de ce qui pré-
céde. En pratique: : ;

Pour chercher & déduire (FX) de (FK) (FS), on procéde ainsi:
(1) on se donne la construction normale de X; p. ex., si X est SK

3 S:. K, (?) pour chaque X, de cette construction qui n'est
ni Kni S, ici 3, SK, on place "devant sa majeure, ici le § de
1. S, un n de forme quqk, ol 3 figure le caractére fonc-
tionnel de sa mineure et N celut de leur conclusion, selon
(II1). On a ici m, = Fy,ny, (3) on attribue aux X, de cette con-
struction qui sont K ou S le n donné respectivement par (FK) et
par (FS). [Iei LI FHme;FﬁxBFuK. n, ¢ FoFay, (4) pour ‘chaque
Xy qui est a la fois la majeure d'un combinateur L moléculaire,
et identique 3 K ou 3 §, on a donc différents n ., (5) on examine
alors en tirant touies les conséquences des-égalités si la posses-
sion de ces différents v est compatible. Elle ne 1'est pas  si
1" analyse aboutit & des absurdités (p. ex. a identifiero & Fup).
Aucun caractére fonctionnel n'est donc déductible pour X, Elle est
compatible dans le cas contraire, la déductiqn de 7X est pos-
sible et la preuve de compatibilité en fournit le modéle. I1  est
clair dans 1"exemple que [y =0, de la ﬁl Q'FﬁmeuFFmaﬂmu. On a:

EmeQ;fhuGFuuS - ﬁufﬂ.__

fFeBFac(SK)
Ce theorene peut étre formule plus géneralemant: .11 demeure

vrai pour les deductlons par (F) depuls.toqt.enaeable'qé prémisses
autres que (FK) (FS) exprimant le caractére fonctionnel d'un en-
semble de termes primitifs l’ S p 11 suffit de  remplacer
dans sa formulation et dans sa preuve Koy par tl' o ol4 tp,' (FK)
(FS) par (ft Y, +.., (Ft.). Il demeure vrai* également  si les
termes dont les schémas d‘axlomes donnent le carsctare fonctionnel
ne sont pas des primitifs (p. ex. si (FI) est ajouté 3 (FK) (FS)
dans un-langage ou K et S seulewent sont des prinitxfs) dés. _lors
que la construction de X est unxqua.‘ Nous aurons a taite usage de’
~ce théoréme mais c'est un autre résultat de - Curty qui  intéresse
plus directement notre problénattque : v

51 aux schémas d' axiomes (FK) (FSY on appllqua la trénsrormq4
tion T sulvante an remplace F par P (qui note 1’ implication et~
en ébriture pretxxée)‘ et on supprime le sujet, c.-a-d. le combi-
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nateur en guestion, on obtient respectivement: (1) PxPBa (2)
PPoa PApPPa@Puy. Par la méme transformation T, la régle (F) devient

qui est la régle (P) de modus ponens. Or, on sait que (1)
et (2) forment avec (P) un ensemble de schémas d'axiomes complet
pour le calcul propositionnel intuitionniste 7 de 1’implication pure
(c.-a-d. sans négation). Nous dirons en bref "axiomatisent LS §
s'ensuit par récurrence qu’a toute thése de ?l correspond par T
une ‘these de J, et que, en appelant (PX) la formule qui correspond
par T a (FX), si (FZ) est déductible par (F) de deux premisses
(FX)(FY), alors (PZ) est déductible par (P) de (PX)(PY).

On peut donc se demander si les schémas d’axiomes qui caractérise-
raient fanctionnellement les combinateurs d'une base guelconque cor-
respondent de la méme maniére, c.-a-d. par T, & un ensemble com-
plet de schémas d'axiomes pour J. Curry indigue seulement que pour
les bases connues {K, W, C,'B} et {K, W, B'}, dont chaque combina-
teur possede dans 31 un caractere fonctionnel, T obtient comme
pour {K, S} un tel ensemble. En allant un peu plus loin, nous
demontrerons le théoréme suivant: :

Soit un ensemble de combinateurs {xl. vl xm} dont chacun pos-

sede dans ?l (ou {K. S} est une base) 'un définissant x'l,...,x'm,
respectivement, ayant un caractére fonctionnel, c¢.-3-d. tel qu'on
ait ”1*'1' Lafih nmx'm. Seit n K et n,5 les expressions = (FK)

(FS). Les formules (Px'l), +.vy (PX'%) obtenues en appliquant T
@ my x", ceey X' gy soit en bref ni, veey e @xiomatisent I
s1 et seulement si dans le systéme 32 dont xl, » Al xm sont les
seuls primitifs et n‘xl, ks wig qum les seuls schémas d'axiomes

(1) il existe des combinaisons de Xyv «+es X, disons Ql et.u2,
telles que "aol’ nbﬂz;

(2) Nalys Mpl, se déduisent par (F) de M Xps s Xy o (ou
se confondent avec nlxl ou avec q2X2, trey Ou avec 1)mxm si 1'un
des Xis wvey X, est K ou ).

Si (1) et (2) sont vrais, en effet, comme & toute déduction
s'effectuant sur des formules de 3, ou sur des formules de.?z, il

correspond une déduction s'effectuant sur les formules qui leur
correspondent par T, n?, LRy n: se déduisent des schémas d'axio-
mes 1)';, 'r)g s”1ls ne se confondent pas avec eux, et 1)2. 1;: se déduisent‘
‘des schémas d'axiomes ni, FOLSE n: s'11s ne se confondent pas avec
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eux. Les deux systémes sont donc déductivement é€quivalents. Comme
le premier axiomatise 1, le second également .

Montrons que, - téciproquement, si (PX',), ..., (PX' ), soit q?,
axiomatisent J, alors (1) et (2) sont vrais. Supposons

"." nu'

d'abord que chaque nl. Hs ms q: est different de ng qﬁ.*comne n:,
ng axiomatisent J, et comme par hypothése q‘ ' qﬁ eégalement,
les deux syst&émes sont dédyctivement equivalents Or, si dans

chaque formule d'une déduction qui obtient "a' qb de nq, (o1 & nz,

on remplace P par F et si on applique v 2o Mg respectivement
a Xpo weey XgooCe qui forme M, Xy, ..., neXg, o0 obtiendra par
(Fma0,, Mu0,, ou Gy, G, sont des combinaisons de Xy ...y X En
effet, chaque déduction par (P) est ainsi transformée en une dé-
duction par (F), le remplacement de P par F déterminant une formule
unique et le sujet de la conclusion étant déterminé de manigre uni-
que par ceux des prémisses, Supposons maintenant qu'il y ait un
ﬂ? (1 =1 ... m qui se confonde avec n: ou avec n:, et soit Xy
le sujet attribué @ wy, alors (1) et (2) sont vrais car 7.0, ol
@, = K, ou bien1,0,, ot 0, = 5 se contond avec 1,X,. Donc, si
les formules (PX' )y ..y (PX',), obtenues comme indiqué, axioma-
tisent J, alers (1) et (2) sont vrais.

Notons que (1) revient a exiger qu'il y ait dans 7 deux com-
binateurs Ol, 02 ayant les caracteres fonctionnels dc K et de 'S,
respectivement, et non pas que “1 soit un définissant de K, O un
définissant de S. Comme le remarque Curry, en effet, sur exemple,
deux combinateurs pauvent avoir le méme caractére fonctionnel,comme
Ql et k Q2 et §, sans avoir la méme régle de récriture. On peut
démontrer toutefois: '

Corollaire: soit {xl, Ay m} (Px’ l), YR (PX ), comme
dans le théoreme précédent, mais ol, en outre, {x‘, A\ ¥ .} est
une base. (Px‘l) 3 0 KRS ) axiomatise 1 si {a): les  formules
K" np8', ol k' et 5’ sont des définissants dans T de K et de
S respectivement, se déduisant par (F) de nl l' ai nm m' 3 moins
que qak gbs ne figurent parmi nl 1, sy Wn " ' :

En effet, si-(a) est vrai, alors (1) et (2) sont vrais, K' et
§' etant des combinaisons de X, ..., Xp; donc (PX';), ..., (PX'D)
axiomatisent J. En revanche, 1la condition (a) n'est pas néceqaaire
car si (Px"). ceey (PX! ) axiomatisent J alors (1) et (2) sont
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vrais, selon le théoréme précédent, mais (1) et (2) n'impliquent
pas (a), les combinateurs Dl' 02 pouvant ne pas étre K', §'.

On ajoutera que si un ensemble de formules “l' il Mp axioma-
tisent J, alors pour les expressions M oo nprobtenues.en rem-
plagant P par F dans “l' {1y 28 Mp, il n‘existeA pas toujourslun en-
semble de combinateurs xl. L xp tels que pour leurs definis-
sants X'y, ..., x'p dans 31 on ait m X'y, ..., npx'p, et tels que
'xl. st forment une base. i

Nous nous contenterons de remarquer qu'on connalt pour ] des
systémes & un seul schéma d'axiome et qu'aucune base n'a qu'un seul
élément, ; .

Nous terminerons en construisant & partir du corollaire précé-
dent et d'une base de combinateurs déjh donnée un ensemble de for-
mules qui axiomatisent 7. L'exemple sera simple pour illustrer
seulement la méthode. . ’

Soit {C, A, S} avec Axy —y. DOn a établi plus haut que {C,
A, S} est une base et qu'elle permet d'obtenir K = df CA. D'autre
part, dans 31, A= g K(SKK); en effet: K(SKK)xy —+SKKy —> Ky(Ky)
==y, 0Or, on peut déduire dans Tl: FuFRA(K(SKK)), car d’une part
on a Foa(SKK), comme Curry 1'etablit p. 285, et donc:

FgaF K 2. BE(SKK)
Fee F3@ (K (SKK ) =

ou 1. est (FK) avec o = Fap, B=of, et 2. est (F(SKK)) avec o=@,
.0n & auss) dans ¥, FFafyFafayl (cf. p. 279). ‘

0'autre part, la formule 7K', c.-a-d. FxFBx(CA), se déduit
par (F) dans ?2 qui posséde les primitifs C, A, § et les schémas
d'axiomes suivants: ' :

(FC) FraFapFaFayC,

(FA) FufppaA,

(FS) FFaFpgFFapFays.

Il vient en effet en utilisant le théoréme de construction du

sujet:
L. FFB Fxx FaFBXC 2. FRFoxA
2l ; 3. FuFpa(CA) - ; ;
ou 1. est (FC)' avec o=@, P=x, f=o, et?2. est (?d) avec -
®=p, fo.. ; : N Al
Dés lors, 1’ ensemble
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PPocPR PR Pox
Pa PR
PNPQIPHuﬂPaa'

axiomatise J. Rappelons qu’il suffit d’ajouter le schéma d’'axiome
-PPPufac & une axiomatisation de J, p. ex. & celle qui précdde,
pour axiomatiser le calcul claséique d’implication.

En utilisant les théorémes portant sur ce qui est nommé  “la
stratification", dont nous n'avons pas pu traiter, on obtiendrait
des résultats plus élégants et plus forts.

Cette maniére d'obtenir la notion P et ses propriétés dans J,
en plus de son utilité technique, illustre bien le - fait qu'une
partie du travail mathématique consiste & atteindre des notions
dites "“de base" dans une certaine théorie au terme d'un parcours
plus ou moins long effectué avec les moyens d’une autre. Il reste-
rait ici A comprendre ce qui permet & F d'8tre une sorte de géné-
ralisation de P. Ce serait 1'objet d'une autre étude.
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TWORZENTE POJEC W LOGICE KOMBINATORYCZNEJD

Przedmiotem pracy jest logika kombinatoryczna, gaig? logiki u-
fundowana przez takich autoréw, jak Schionfinkel i Curry, ktérej
najbardziej znaczycg cechy jest tworzenie jezykow formalnych po-
zbawionych zmiennych. W pierwszym rzgdzie przedstawia sie pojgcia
bazowe tego przedsigwzigcia, tj. teorie kombinatordw i teorig fun-
kcjonalnosci. Podejmujgc i kontynuujge rezultaty, jakie osiagnag?
Curry, autor poddaje analizie sposéb, w jaki mozna otrzymaé zupel-
ny zbidr aksjomatéw dla rachunku zdaniowego intuicjonistycznego, wy-
chodzgc od utworzenia zupeilnego zbioru kombinatordéw pierwotnych. -



