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In trod u ctio n

Pour contourner le s  nomhreux paradoxeg qui lu i  sont propres, la  

logique des normos a besoin do prendre en campte non seulement la  

dimension d Jon tique , bien sú r, mais aussi des dimensions comrae ce l­

ie  des m odalittis o rd in a ire s  (untiques ou a lé th iq u e s ),  c e l ie  du 

temps, c e l ie  de ľ  a c t io n , c e l ie  du s a v o ir ,  e tc . On S tud ie  i c i ,  t ie s  

sommalrement, au sim ple niveau du c a lc u l des p ro p o s it io n s , la  com- 

b ina ison  des t ro ie  dimensions ontique, deontique e t tem pore lle . L'a- 

nalyse  sémantique permet d '"e x p llq u e r"  avuc un bon riegre' de vraisem- 

blance los d ive rs  axiomee q u 'i l  corivtent de poser. On donne pour 

f i n i r  la  s tru c tu re  (jenerale  des preuves de complétude qui doiverit 

é tre  mises ел oeuvre. Ces preuves sont e s s e n t ie l le s ,  ca r ce sont 

e l le e ,  b ien souvorit, qui perm ettent do trouver le s  éle'ments axio- 

matiquus e t s^mantiques propres aux systÄmes; e t ,  du f a i t  du málange 

ties t r o is  dimensions, e l le s  sont d 'une d i f f i c u l t ^  азэег grande, 

qui mcirite e x p lic a t io n .

Notre but e s t i c i  de donner un riombre minimum ď  in d ic a tio n s  

sur un systéme o n t i q u e ,  d e o n t i q u e  et  t e m p o r e l  

que nous appellerons BSi-DSS, e t qui, dans son genre du moins, 

fo rm alise  le s  in tu it io n s  le s  p lus fondamentales en m atiére  ď é t r e ,  

de d evo ir-é tre  e t du tem p ora lité . A fln  de rem p lir ce but, nous 

prendroits comme modéles de dópart le s  systemes ontiques T, S4 , S5, 

b ien  connus*, que nous considerercns du double p o in t de vue axioma-
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tiquo et sémantique. Noua varierona et en rich lro ne  progress!vement 

ces systémes, pour parven tr finalem ent au systéme trid im enaionnel 

d és iré .

I .  D escrip tion  sommatre des systémes

Systémes puremant ontiques T. S » , SS

Axlomat lq u e . Comme lea  axiomatiques de tous le s  systémes dont 

i l  va é tre  question i c i ,  c e l ie  de T co n tlen t un ensemble d'axiomes 

propres au pur c a lc u l p ropositionne l non modal. E l le  у a jou te  lea 

éléments su ivan ts , dont nous noterons 1 'ensemble AxT:

Oéf.e  ■p * i l  est néceasaire  que p,

A*l e (p э q) э  (*p 3 * q ) ,

A®2 *p э р ,

R* H f  —* H ® /•

Pour S4 et 35, s' a joute respectivem ent 1 'un des deux axiomes 

(ď ú ú  le s  ensembles axiomatiques Ax54 e t 4xSS):

A*S4 «p э  M p ,

APS5 - Ш р э « * р .

Sémantique. Noua considérerone lea  sémantiques "é la  maniére 

de K r ip k e ", p lus précisément aous la  forme que leu r ont donnée 

Hughes e t C reasw e ll. "An In trod u ctio n  to Modal Lo g ic " , 196Ü. Passant 

sur le  d é ta il  dea mécanismes d 'é va lu a t io n  de3 form ules, nous ne 

conaerverons que 1 'e s s e n t ie l , á savo ir  lea  deux rég lea  modales, 

qui aont ä la  base de la  con struction  des diagrammes sémantiques:

M. 5i dans un monde w, f ig u re  und fo rm u le*/  de va lau r 0, a lo rs  
i l  d o i t  у a v o i r  a u  m a i n s  u n  monde Wj te l  
que RwjWj dans leque l f ig u re  У avec la  va leu r 0.

N. S i  dans un monde Wj f ig u re  une fo rm u le */  de va leu r I ,  a lo rs  
e n t o u t  monde w. te l  que Rwt Wj d o it f ig u re r  / avec la  
va leu r I .

, ’’ •. * •’ >« .,? •-

La rég le  M (comme "m öglich" * p o ss ib le ) exprime qu'une formule 

est possib le  dans un monde, s i  e l le  est v ra ie  dans au moins un 

monde a c c e s s i b l e  au monde conaidéré. La r e la t io n  Rwt Wj 

exprime 1* a c c e s s i b i l i t y  du monde wj pour le  monde



Cette re la t io n  poseéde au moins la  p rop rid té  de la  r é í  1 e x i- 

v i t é ,  ce qui est la  trad u ctio n  sémantique de l* axiómu A*2 ( le  

nécessa ire  lmplique le  v r a i ) .  £ l le  est en outre t r o n з i  t  i  v e 

pour SA, et t r a n s i t i v e  et  a y m á t r i q u e  (done 

un« r e la t io n  ď  á q u i v a 1 e n c e ) pour S5. La reg le  H (comme 

"n é ce ssa ire “ ) , semblablement, exprime qu'une formule est nécessa ire  

dans un monde, s i e l l e  est v ra ie  en tout monde ассеззД Ы е au monde 

considéré . Nous noteron3 les  ensembles 3Ómantique3 correspondents 

Smi, SmS4, SmSS.

Syetŕmea pureirent rtéon t iq uHs D, DT, OSA. DS3

Axiom atique. t l i e  est trós vo is in e  de ľ  axiomatique des 

oyütemea pntiquesj pour П (ensemble АхО):

néí.O  O p« i i  est o b liq a to ire  que p,

АО 1 0(p э q) э (Op э 0q)

A02 Op э -0-p,

«О h -*  -+ h - 0 /*

On cemaiquo quo ľ  axiom« A02 n 'a  pas la  s tru c tu re  Op э p, c e l ie  

qui corresptjndra it exaotemont 6 1' axióme untique # 2 ,  car un é ta t  

do chores o b lif ja to u e  n 'o s t  pas, par lá  moine, vrax . tn revanche, 

puisquc -0-p veut d ire  q u 'i l  t?st pe.riai3 quo p, A02 exprime ce 

truism « norm atif, que ľ  o b lig a tio n  lmplique logiqunment la  

perm ission.

La rô y le  HO peut choquer notro in tu it io n .  E l l e  n 'en  est pas 

moins adm issib le , aprés une réforme du concept ď  o b 1 д. g a t i  o n, 

réforme qui s ' Impose i c í  pour s im p lif ie r  au maximum 1' e d if ic a t io n  

des syatémee logxques. On comprendra bien le  sens de c e tte  

réíorrae, lorsque nous aurons préseritd lea  modal it é s  dtiontiques, 

l lé e s  aux w od a lités  antiques dans un môme syst&me sémantique.

Ajoutant des axiumea du genre Q(0p 5 p ) ,  Op з  () Op, -Op э O-Op, 

on peut encore d iS fin ir  des sy3temes Of, OSA, 035, sur lesq ue ls  

nous r/ in s is te ro n s  pas pour le  moment.

Srimant ique . Les deux rég les  M et N que nous avons vues c i-  

desaus á propos des systemes ontxques doivent é tre  remplacées par 

le s  su ivan tes :



В. S i dana un monde w( figuro une formule 0/ dn valeur 0, a lors 
11  d o i t  у a v o i r  a u  m о 1 n s u n  monde W; tel 
que Sw( Wj dans lequel figure / avec la  va leur 0.

A. S i dans un monde figure  une formule 0 /  de va leur I ,  alore 
e n t o u t  monde w. te l que S w i d o i t  f io u re r  / avec la  va~ 
leur I .  1 1

E l ie s  ont apparemont tout к f a i t  la  mfime s tructu re  que lea  rrgles 

И et N, mals maintenant, outre q u 'i l  eat question de 1' Eva lu a ­

tion  de ľ  o b 1 i u a t o i  r e , la  re la t io n  condidáräe n 'etit 

plus ľ  a c c e s s i b i l i t y  Rw( Wj , male ce que noue appol- 

lerons la  p e r m i e s i b l l l t é ,  notée Šw, . Pour ľ  instant, 

sans autre p rec is io n , noue dirons que le  monde wj eet p e r m i s ­

s i b l e  pour le  monde Uj , s i toutes les  ob ligations du second 

sont réa lisé e s  dans le  prem ier, Contrairement au cas de K, la re ­

la t io n  S n 'a  aucune raison ď é t re  ré f le x iv e . Toutefo is, la  v a lid a ­

tion  de ľ  axióme A02 Op э  -0-p exlge une nouvelle p ropriété  do la  

re la t io n  S:

Op э -0-p

l 0 01

Pour va lid e r  ľ  axióme, nous proccidons par ľ  absurde en le 

supposant in itia lem en t faux (va leu r 0 ). Cecl conduit á a ttr ib u e r  

la  va leur v ra i ( t )  k chaque ob lig a tion  Op et 0-p. On vo it  a lo rs , 

que les  rég les A et B cl-dessus ne s u f f ir a ie n t  pas, á e lle s  

seu les, k parachever la  demonstration. Mala s i l ' on suppose en 

ou tre , que p o u r  t o u t  m o n d e  1 1  e x i s t e  a u  

и o i  n s u n  m o n d e  p e r m i s s i b l e ,  a lo rs  la 

preuve sémantique de la  v a l id itd  de A02 a' achôve comme s u it :

wi  Op d -0-p,

1 0 01

" i  P -P.

1 10

le  monde Wj, dans lequel la  proposition  p d evra it é tre  a la  fois 

v ra ie  et fausse, est e x p l l c i t e m e n t  i n c o n s i s t e n t  

et la  fausseté de ľ  axióme est im possible. A insi aux deux rég les A 

et B doit-on en a jou ter une tro is iém e, qui s'exprimo par:

C. Pour tout monde Wj 11 d o i t  y a v o i r  a u m o i  n s 

u n monde Wj te l  que Sw^wy



Ľ' oat la  s é r i a l i t é  de la  r e la t io n  S. Les systémes (IT, 

0S4, 0S5 a jou ten t á c e tte  p ro p r ié té , do maniére cum u lative , et 

respectivem ent, le s  p ro p r ié té s  de p o s t - r é f l e x i v i t é  

(un monde est en r e la t io n  avec lui-raeroe, s i  du moins i l  e s t  déjä 

pe rm iss ib le  pour un a u t re ) ,  de t r a n s i t i v i t é  et  de 

p o s t - s y m é t ŕ i e  (d e f in i t io n  sem blab le ). Les ensembles 

sémantiques qui en ré s u lte n t  seront notes SmU, Sm lil, SmBS4, SmDSS.

S ys téme purement t emporel R

I I  y a p rincipa lem ent t ru is  maniéres ď expnm er . le  temps en 

log ique des p ro p o s itio n s : en employant s o lt  des temps verbaux 

(p re se n t, passé, f u tu r ) ,  s o it  des " la p s  de temps O r ien tes " 

( a u jo u rď h u i, h ie r ,  d e m a in .. . ) ,  901t e n fin  des d a t e з . C ette  

d e rn ié re  mariiére est évidemment la  p lus r ich e  de p o s s ib i l i t é s  

ď  expression , p a rt icu lié re m e n t lo rsq u 'o n  a aussi a f f a i r e  ä des 

m ooalitéä ontíques et déontiques. I ' uxiomat íque est la  su ivan te  

(ensemble AxRh

Oéf.R Rtp » i l  e s t ré a liu é  5 la  date t que p,

A tl R t(p  э  q) 3 (R tp  o  R tq ) ,

At2 Rtp • -Rt -p,

At J  R ť  Rtp • Rtp,

R t l j— / —* j _  R t/ ,

Rt2 j— Rt /  —* ł  ( t  '»on 1 ib re  dans /  ) ,

*~а sémantÍq u e , quant á e l l e ,  met en oeuvre un ensemble de 

m ondes-liés en tre  eux par une r e la t io n  ď a c c e s s ib i l i t é  tem porelle  

(w est post^neur k W j), dont, pour des ra isons  de b r ié v e té ,  nous 

p reférons ne pas p a r ie r .  Nous a llo n s  v o ir ,  en revanche, comment 

c e tte  sémantique s 'a r t i c u le  avec c e l ie  des m oäa lités  ontiques et 

déontiques.

S ys témes ontiques et tempore is  RT, RS4, RS5

Ou p o in t de vue ax^omatique, ces systémes sont d é f in is  par la  

xéunion des ensembles AxT, AxSA, AxS5 et de 1*ensemble AxR, c i-  

desstis, a q u o i  1' o n  d o i t  a j o u t e r  d e s  

a x i o m ?  s p r o p r e s  á l a  c o m b i n a i s o n



J e s  d i m e n s i o n s  o n t i q u c  e t  t e m p o r e l l e ,  

le  tout formant 1' ensemble axiomatique AxKT, AxKS4 ou AxltSi. Ces

axiomes sont le s  su ivan ts :

A®11 Rt«p * R t*l!tp ,

ft*t2 t* < t --- ► Rť«R-tp => R-t*Rtp.

Mais с ' est i c i  que le  double tra item ent axiomatique e t siímanti- 

que s 'a v é re  ind ispensab le  e t fructueux. Car, sans ľ  analyse 

sómantique, on p e rc e v ra it  mal la  s ig n if ic a t io n  de ces nouveaux 

axiomcs. Or la  semantique, lo in  de compliquer le s  choses, les  

é c ia ir e  trés  simplement.

Semantique. Pour exprimer sémantiquement la  te inpora lisa tio rt 

des m odalites on tiques, í l  s u f f i t  de reprendre la  sdmantique des 

systemes ontiques, et d 'y  remplacer les  m o n d e s par des 

r o u t e s .  Les routes sont des ensembles de mondes ordonnes 

chronologiquement. Assurément, cec i p a ra lt  tout sim ple; en f a i t ,  

touto la question est de d é f in ir  correctem ent la  s tru c tu re  de 

ľ  ensemble des routes. C ette  s tru c tu re  est a lo rs  d é f in le  de la  

maniere s u ivaňte.

On a des reg ies  И e t N analogues ä c e l ie š  des systémes 

purement ontiques:

M. S i sur une route cfj f ig u re  á la  date t une formule • /  de 
va leu r 0, a lo rs  1 1  d o i t  у a v o i r  a u  m o i n s  
u n e  route cr. t e l l e  que Rt<r,o., sur la q u e lle  J  f ig u re  a la  date 
t avec la  va leu r 0.

N. S i sur une route cr, f ig u re  ä la  date t  une formule ■/ de 
va leu r I ,  a lo rs  s u r  t o u t e route a t e l l e  que Rto a, d o it 
f ig u r e r /  ä la  date t avec la  va leu r I .

La m od ifica tion  e s s e n t ie l le  est qu' i l  fau t cona idérer maintenant 

une r e la t io n  te rn a ire  R tffjO j, exprimant que la  route or• est 

a cce ss ib le  pour la  route a. á la  date t .  Considérant tout de s u ite  

R5>, le  systéme phénoménologiquement le  plus com plet, les  

p ro p r ié té s  de la  r e la t io n  s 'exprim ent comme s u it  (pour tout 

in s ta n t t et toutes routes cr. , cr e t a. ):
1 J  К

- r é f le x iv i t é  (par rapport aux r o u te s )—» R to ^ .  ,

- sym étrie  R tc r o r .--- * R t o ^

- t r a n s i t i v i t y  (Rto^cTj e t Rta^cxk ) — ► R t o ^ ,

- ra m if ic a t io n  ( ť  < t e t R t o ^ )  ---► R t '^ O j .



A prem iére vue, ces p ro p n é té s  peuvent p a ra ltc e  compliquóee; en 

r é a l i t é ,  e l le s  to im a lisen t des in tu it io n s  extcémement sim ples. Car 

en id e n t if ia n t  la  r e la t io n  Kto^o^ avec le  f a i t  que le s  deux routes 

a Ł ont  tous luu rs  é ta ts  du monde en commun au moins duns tout 

le  passé e t le  präsent de la  date t ,  ces p ro p r ié té s  correspondent 

tout stmplement a la  s tru c tu re  ram ifié e  vers ľ a v e n i r ,  i l lu s t r é e  

par le  schéma r.uivant e t p arfa  itement conforms k nos in tu it io n s  

le s  p lus o rü in a ire s  en m atiére de temporal i  té ( l e  fu tu r  e s t  verš 

la  d r o it e ) .

Une p rop os ition  fu tu re , rtócessaire  a un in s ta n t donrié, est une 

p rop os ition  v ra le  sur toutes les  routes qui d ive rgen t ä cet 

in s ta n t . B ien entendu, dane иез co n d it io n s , une p rop os ition  passée 

es t par la-méme nécegsa ire ; merne une p rop os ition  s tr ic tem erit 

présente  ľ  e st a u ss i, ce qui n 'a  r ien  de paradoxal.

Ľ  axióme ci-dessus A®t2 t ra d u it ,  on le  devine (e t  c e la  se 

démontre assez fa c ile m e n t ),  precisém ont la  p ro p r ié té  sémantique de 

la  r a m i f i c a t i o n .

Sy*táaes ontiques ęt déontiques í-Df. S4-0S4. S5-OS5

Four s im p l i f ie r ,  ne raisonnons que sur le  prem ier de cea

ьувЧемеа.

Ои po in t ое vue ax j oma 11que, cumrne tout a ľ  heure , on d o it  

combiner des éléments issus  de deux dimensions d if fé re n te s .  On 

re u n it  done le s  ensembles Axl e t AxUT, e t la  question  es t do 

s a vo ir  ce que ľ  on d o it  a jo u te r comme axiome propre au 

rapprochement des deux ordres ontique e t déontique. Or i c i  encore, 

la  co n s id e ra tio n  de la  sémantique nous permet de c l a n f i e r  nos 

in tu it io n s .  (.'axiome qui conv ien t s 'e c r i t :

A*0 *p  Э  Op

c.-ä-d . que le  n é c e s s a i r e  im plique 1' o b 1 i  g a- 

t o i r e . I I  y a évidemment une parerité de s ig n if ic a t io n  en tre  

ce t axiome e t la  reg ie  purement ontique RO, qui pose que pour toute



these sa nécessixe est également thése. Ľ  analyse sémantique ex- 

p lique  ce tte  parenté e t le  ca rac té re  assez étrange de ces for- 

mules,

Se'mantique. Les s tru c tu re s  Smi et SrnOT sont re p r is e s . La 

seule question d é lic a te  est de déterm iner le s  rapports entre  le s  

re la t io n s  R et S, respectivem ent ď  a c c e s s i b i l i t y  

e t d e  p e r m i s s i b i l i t é  entre  les  inondes. Or nous avons 

vu qu'un monde perm issib le  est un monde dans lequel toutes le s  ob­

lig a t io n s  sont rem p lies. Hormia c e c i,  u n t e l  m o n d e  n* a 

a u c u n e  r a i s o n  d e  d i f f é r e r  ď u n  m o n d e  

a c c e s s i b l e  o r d i n a i r e .  Mais ce la  veut précisément 

d ire  que la  re la t io n  S i m p l i q u e  la  r e la t io n  R. Les théses

- qui sont v ra ie s  dans tous le s  mondes absolument -, de merne que les 

p ropositions ne'cessaires - qui sont v ra ie s  dans tous le s  mondes 

access ib le s  au monde donné -, sont done également v ra ie s  dans 

tous le s  mondes p e rm iss ib les . C 'e s t  done q u 'e lle s  sont obliga- 

to ir e s ,  ce qu'exprim ent axiomatiquement la  reg le  RD et 1 'axióme 

A*Ü.

Sy3ténies on tiques, déontiques et temporeis RT-OT, RS4-0S», RS5-0S5

Nous pouvons íina lem ent e ffe c tu e r  la  fusion  des t r o is  ordres 

de dimensions. Commenęant par RT-OT, nous constaterons que, 

axiomat iq uement, ce tte  fusion  se t ra d u it  par la  reunion des 

precedents ensembles AxT, AxUI e t AxR, ä quoi on a jou te ra  les  

axiomes propres aux fusions p a r t ie l le s  rencontrées c i-dessus, A*0, 

A * t l ,  A#t2, plus deux axiomes propres ä la  fus ion  des moda- 

l i t é s  déontiques e t tem pore lles, qui sont analogues ä A * t l et A*t2:

AOtl RtOp a RtORtp,

AOt 2 ť <  t --- * Rť 0 (R ť  ORtp О RtORtp)

(remarquer la  s tru c tu re  légérement d if fe re n te  de A0t2 par rapport 

ä c e l ie  de A *t2 ).

Mais i i  fau t encore a jo u te r un axióme p r o p r e  a l a  

f u s i o n  s i m u l t a n é e  d e s  m o d a l i t é s  o h- 

t i q u e s ,  d é o n t i q u e s  e t  t e m p o r e l l e s .  I I  

s 'é c r i t :

aP ú t ť <  t ---*RťO R t(O p  3 « p )



et son in te rp ré ta t io n , ä nouveau, exige 1' analyse sémantique. A 

c e c i,  le  systéme RS5-OS5 - pour ne p a r ie r  que de lu i  - a jou te  

ľ  axióme propre de S5, p lu s:

A*054 Op О «Op.

Semantique. C e lle  de RT-BT combine le s  sémantiques des 

systémes RT et U I. P lus précisém ent, e i l e  comporte deux 

re la t io n s :

- Rtffjff. ď  a c c e s s i b i l i t y  s i m p l e  entre  

rou tes, eu egard á une date donnée t ;

- StcTtfj de p e r m i s s i b i l i t y  en tre  rou tes, eu 

ćgard ä une date donnée t .

La seconde de Des re la t io n s  se comprend de la  maniere 

su ivan te . S i la  route cr est o rd in a ire , c .-á-d . non per­

m iss ib le  pour une au tre , la  route lu i  est confondue jusqu' k 

la  date t .  En su ite , la  seconde route d iverge  de la  prem iére, en 

devenant "bonne" á p a r t i r  de c e tte  date . A in s i,  toute route 

pe rm issib le  est partagée en deux branches, l 'u n e  o rd in a tre , 

ľ  au tre  "bonne", á une date que nous appe lle rons d a t e  

c a r a c t é r i s t i q u e  ( l e  terme de "bon" d o it  bien súr 

é tre  p r ls  en un sens tré s  g enera l, au máme t i t r e  que c e lu i d* 

" o b i ig a t o i r e " ) . S i la  route est déjá pe rm issib le  e t s i la  date 

t est p osterieu re  á sa date c a r a c t y r is t iq u e , le s  routes ff. e t ff̂  

peuvent 6 tre  confondues au delá de t dans l 'a v e n i r ,  la  p a r t ie  bonne 

de ff̂  é tah t perm issib le  pour elle-méme ä p a r t i r  de sa date сагат 

c t é r is t iq u e .

Les rég les  ď  e va lu a tio n s  des opérateurs •  et 0 é tan t le s  mémes 

que ci-deseuB (ré g le s  M, H et A,  B ) ,  on retrouve  le s  p ro p rié ty s  

de la  r e la t io n  R propre au systéme R7 ( r é f le x iv i t e  e t r a m if ic a t io n ) ,  

e t l 'o n  d o it a jo u te r le s  su ivan tes :

- syria lité de S ( V tX V c r ,) (  Эо*> Sto jo r.,

- p o s t- ré f le x iv ité  de S

- post-ram ific a t io n  de S

- in c lu s io n  R-S

i - p ost- in c lu s io n  S-R

Les deux prem iéres p ro p r ié ty s  ne présentent aucune d i f f i c u l t y .  

La tro is iém e est une p o s t - r a m i  f i. c a t . i  o ň.  et  non

Stff^ffj- Stffj ff j ,

( V  < t et S ť ď jff .  e t S t j r f f . ) — *

Sťffjďk»
J  J  ^

Sto^tfj —— ►

( ť  < t et Sťc^ff^ et R t d j  ) — ►

S t^ f fk .



pas une simple rami I ic a t  io n , car la  dato c a r a c t e ŕ i  s t i q u e 

ä l 3q u e lle  une routo perm issib le  deviant bonne joiie un ro le  essen- 

t i e l .  Pour recu le r dans le  passé la  date de p e rm is s ib il ité  ďune 

route par rapport й une au tre , i l  faut que la  premiére s o it  tiien 

déjá perm issib le  ä la  date an té rieu re  ä la q u e lle  on veut зе 

ré fé re r .  S innn, e i le  n 'a u r a it ,  pour le  vo isinage ď une t e l l e  date , 

qu'un ca rec te re  simplement ontique, et r ien  ne p e rm ettra it d 'in -  

fé re r  la  v é r ité  de la  r e la t io n  de p e rm is s ib il it é .  On re tro uve , i c l  

tem poralisé e , une s itu a t io n  analogue ä c e l ie  que d é c r it  ia  propriété 

de p o s t- ré f l e x i v i té.

11 convient d’ autre part de ne pan confondre 1* in c lu s io n  R-5 

avec la  p os t- in c lu s io n  S-R. La premiére de ces deux re la t io n s  est 

tout ä f a i t  sembluble ä c e l ie  qui a été mentíonnáe pour les 

systémes mélangeant le s  m odalités ontiques et déontiques, á cec l 

pres que le  temps est maintenant p r is  en compte. E l le  correspond í»

1*axiome A*0. ta  seconde, en revanche, est de nouveau une 

p ro p rié té  du type "p o s t- ", c.-b-d. qu' e l le  expriine une con­

d it io n  qui n 'a l ie u  que lorsque ť  entree dans le s  mondes permis- 

s ib le s  est déja f a i t e  (dans 1' énonce de la  p ro p r ié té , ce tte  

entrée se f a i t  ä la  date ť ,  e t la  c o n d it io n 'd 'in c lu s io n  S-R est 

ré a lis á e  ä la  date stric tem ent p o s té r ieu re , t ) .  Ľ  axiome cor­

respondent est A*0t. La sémantique permet maintenant H'en 

comprendre le  sens. Toutes le s  routes a ccess ib le s  ou perm issib les 

pour une route elle-roéme déjá p e rm iss ib le , et é une dato об ce tte  

route est bonne, toutes ces routes ne peuvent é tre  que bonnes, car 

la  semsntique suppose que le s  v a r ia t io n s  poss ib les  du bon ni? 

peuvent que ré s te r  bonnes. S i ce n 'é t a i t  pas le  cas , le s  é ta ts  

déc la rés  antérieurem erit bons au ra ien t conduit ä des é ta ts  

"mauvais" et n *au ra ien t done pas été réelement p a r fa it s .  11 faut 

bien comprendre que cec i n 'im p lique  aucun determinisme norm atif, 

ca r l '  in te rp re ta t io n  de la  sémantique sous-entend que le  monde 

ree l n 'e s t  jam ais bon. le s  é ta ts  perm issib les ne jouent qu'un rôle 

de parangon, de modéle a su iv re  dans l ' a c tio n , q u 'i l  s e r a it  tout ä 

f a i t  i l lu s o ir e  ď im aganer a vo ir  a t t e in t  un jo u r . . .

Quant on a jou te  aux p ro p rié té s  mentionnées, c e l ie š  qui 

conviennent pour d é c r ire  le  systéme RW-OSi ( la  t r a n s i t i v i t é  de R , * 

la  sym étrie de R et ce qu'on peut appeler la  t r a n s i t i v i t é  R t S,

exprimée par (R tc^o. et S t c r ^ )  --- *» S tc^ a^ ), la  sémantique

s ' i l l u s t r e  trés  simplement par des schémas du genre su ivan t:



le s  p a rt ie s  p o in t i l lé e s  représentent lea  branches bonnes des 

routes. Conformément ä ce qui a é té  exp liqué, dés qu'une route 

devient bonne, e i le  le  res te  e t e l le  ne se ra m if ie , au delá de sa 

date c a ra c té r is t iq u e ,  qu'en routes dont le s  branches du fu tu r sont 

également bonnes. On v o it  que la  s im p lic ité  du schema ontico- 

-déontico-tem porel se t ra d u it  par des elements sémantiques 

re la tivem en t complexes, e t par des éléments axiomatiques aussi 

complexes et moins in t u i t i f s .  Le rapprochement de ces deux types 

d 'é lém ents permet de ren fo rce r la  compréhension que nous en avons. 

Or ce rapprochement es t mis en oeuvre par deux groupes de 

m é t a t h é o r é m e s :  d'une p art seux de la  s o l i d i t é  

(a n g la is  ‘'soundness") des systémes, ď a u tre  p a rt ceux de le u r  

c o m p l é t u d e .  Dans le  prem ier qroupe on é t a b l i t  que toute 

thése est v a lid e , dans le  second c 'e s t  ľ  in verse  qui est prouvé, 

c.-ô-tí. que toute expression v a lid e  est these. Les démonstrations 

du premier groupe ne sont pas tré s  d i f f i c i l e s .  I I  s u f f i t  de 

montrer, pour chaque systéme, que le s  p ro p r ié té s  sémantiques v a l i ­

dent bien le s  axiomes e t conservent le s  rég les  ď  in fe re n ce . Les 

preuves du second groupe, au c o n tra ire ,  sont autrement épineuses. 

Nous voudrions en d ire  quelques mots i c i .

2. S tru c tu re  pénéra le  j le s  prezveš de complétude

Puisque lc  systéme que nous considérons солше le  m e ille u r  (du 

moins dans le  cadre de c e tte  étude) s 'apparen te  á S5, on p o u rra it  

espérer que la  preuve de complétude par f o r m e  n o r m a l e  

c o n j o n c t i v e  m o d a l e ,  qui co n s is te  é réd u ire  au 

prem ier degré modal n 'im porte  q u e lle  expression , pu isse s 'é ten d re  

au présent cas. Malheureusement, on se rend fac ilem en t compte q u 'il 

n ’ en est r ie n . Car ce genre de preuve repose sur des théorémes de 

réd u ction , comme * (p  v *q ) s (*p  v * q ) , q u i, déjä dans un 

systéme simplement antique et tem porel, ne se la is s e n t  pas géné- 

r a l i s e r .  A in s i , p. e x .,



R t* (p  v R ť * q )  a (RtBp v R ť * q )

est val telo pour ť  ^  t ,  ma i s in v a lid e  pour ť > t .  et 

les reductions ne sont pas p oss ib les . Au passage, on touche lá  du 

d n ig t, en quelque so rte , le  f a i t  que le  temps est suscep tib le  de 

conféťer h chaque moríalité une s ig n if ic a t io n  propre.

I I  fau t done employer un autre type de démonstration de 

complétude. le  plus d ire c t  est peut-étre c e lu i qui con s is te  ä 

b a t ir  la  preuve ďune formule v a lid e  d 'ap rés  la  s tru c tu re  mSme 

de son diagramme de v a lid a t io n . C 'ea t ce que nous avoris f a i t ,  en 

ch o is issan t le  s ty le  de Hughes et C ressw ell 1968.

Pour prouver que:

*= f  * (— f

on associe  ä chaque monde w- (a  chaque route o^, pour le s  systemos 

tem poralisés) du diagramme de v a lid a t io n  de У une ce rta in e  formule 

w | (ou orj), c a r a c t é r i s t i q u e  des contenus verifon- 

c t io n n e ls  de ce monde (ou de c e tte  ro u te ). On c h o ia it  ce ttB  fo r ­

mule de t e l le  so rte  que le s  t ro is  cond itions su ivan tes se trouvent 

rem plies:

C l.  S i Wj ( f f . )  est exp íic item en t in co n s is ten t, c.-á-d . s ’ i l  

ex is te  une p a rt ie  bien formée (PflF ) de (tí^) á la q u e lle  le s

valeur3 v r a i  et  f a u x  ont été a ttn b u é e s  h la  fo is ,  a lo rs

(ь  * y -
C2. S i í ° u Sw-Wj ou Rtw^w- ou S.tw .w j), si^-w  ̂ (ou|_d ^)

a lo rs  . [ . и '^ о и  l-rf j ) .

C J. Uans le  саз du monde ou de la  route . i n i t i a l e ,  w j ou tf'j 

n est autre que la  formule У elle-méme.

La cond ition  Cl amorce la  preuve, C2 la  transmet de monde en 

monde (ou de route en ro u te ), et C3 l'a ch éve . C e c i, to u te fo is , 

n 'e s t  que le  schéma tré s  général des demonstrations de complétude.

En e f f e t ,  la  d e f in it io n  de la  formule c a ra c té r is t iq u e  d o it 

é tre  m odifiée selon les  monde3 ou routes auxquels on a a f f a ir e .  

C est p . ex.:

a v -ôj v . . .  v -0k pour un monde simplement a cce ss ib le  du 

systéme I ou perm iss ib le  de Ü, dans leque l cc est la  formule issue 

de 1 'a p p lica tio n  de la  reg ie  H ou U qui a "c ré é “ le  monde, et dans 

lequel le s  (3 sont le s  formules issues de 1 'a p p lica t io n  de la  reg le

К ou A;



a  v -Pj v .. 

de №4 et OS);

v -/3k v Opj v -0/3k pour un monde permissible

Rto,otv v . . .  v -Rt^ök pour une route simplement

a ccess ib le  de КТ ou И1 -01, oil t-  est la  date de d ivergence des

routes en r e la t io n ,  e t t ; ^ t«, j

. ,  v -Rt.O^) pour une route p erm issib leRT jO (R t«  otv -R tjO l v .

ou le s  t ; ont la  méme s ig n if ic a t io n  et ou est lade RI -01, w« * vw » j, Ull l  АУ ШЫ1ИЙ J i^ l l i l lb O U U II  Ь I. UU I ^

d a t e  c a r a c t é r i s t i q u e  de la  route cr..

D'un systéme ä l 'a u t r e ,  la  r e a l is a t io n  de la  con d ition  C3 ne 

change guére; c e l le  de Cl change assez peu; mais c e l le  de C2 va r ie  

beaucoup e t reclame de sérieux e f fo r ts .  Cependant, ces e f fo r ts  

sont recompenses, car c 'e s t  la  r e a l is a t io n  de C2 qui f a i t  vraiment 

trouver et comprendre le s  s tru c tu re s  axiomatiques et sémantiques 

corivenables. Par e x ., dans le  cas de RI-UT, í l  у a c inq cas 

poss ib les  de r e la t io n  en tre  routes; 

donnent une i l lu s t r a t io n :

le s  f ig u re s  su ivan tes  en

cos I cus II

‘ Г l T )

CQSIII

___ О

cas IV# cas IV"
cf.

T, ■

En ou tre , le s  systémes de type S5 (0S5, RS5, RS5-0S5) exigent 

une demarche p a r t ic u l ié r e  pour la  p r is e  en compte des p ro p rié tés  

de sym etrie  ou de post-sym étri e . On peut, comme nous ť avons 

montré (B a ilh a ch e , "Normes et m o d a lité s ", 1983) con s ioe re r un 

diagramme d'un te l type comme un diagramme de type S4 e n r ic h i 

p r o g r e s s i v e  m e n t  par ľ  ad d ition  de la  sym étrie , et 

done par c e l le  des nouveaux mondes e t des riouvelles formules qui 

en ré s u lte n t . Le souci d 'e t r e  b ref nous empéche i c i  d 'e n tre r  dans 

p lus de d e ta i ls .  De 0 á R I-ОТ, en passant par tous le s  systémes



in te rm é d ia ire s , le s  démonstrations prennent plus de 80 pages. Pour 

plus d 'in fo rm a tio n s , nous renvoyons b ľ ouvrage que nous venons 

de meritionner.

U n iv e rs ité  de Nantes 
france

P a tr ic e  Ba ilhache 

AKSJOMATYKA A LOGIKA 0E0NTYCZNA

Zagadnienie aksjom atyki w lo g ice  deontycznej analizowane j ? 3* 
przez autora z dwu punktów w idzenia. Pierwszy z n ich jest. b a rd z ie j 
f i lo z o f ic z n y .  Bada s ię  na jego gruncie z a le ty  i wady aksjomatów 
czysto deontycznych. Analiza  ta wskazuje na konieczność wprowadze­
n ia  do lo g ik i deontycznej p rzestrzen i w stosunku do n ie j  zewnętrz­
n e j, t j .  p rzestrzen i modalności k lasycznych. Drugi punkt widzenia 
je s t  natury b a rd z ie j tech n iczn e j. Chodzi w nim głównie o dowody 
zupełności wymagane na gruncie lo g ik i deontycznej. Z r a c j i  trudno­
ś c i pomija s ię  często ich p rezen tację . Autor wykazuje w pracy n ie ­
zbędność dowodów tego rodzaju.


