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Zastosowanie filtru Kalmana do modeli
stochastycznej zmiennosci typu
Ornsteina-Uhlenbecka

Streszczenie: O.E. Barndorff-Nielsen i N. Shephard (2001) zaproponowali klase modeli stochastycz-
nej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka, opartych na procesie Lévy'ego bez sktadnika Gaus-
sowskiego. Estymacja parametrow modeli tego typu jest trudna, poniewaz nie mozna wyznaczy¢
odpowiedniej funkcji wiarygodnosci w postaci jawnego wzoru. W artykule zaprezentowana zosta-
nie propozycja zastosowania filtru Kalmana do wyznaczania estymatoréw parametrow w przypad-
ku ztozenia kilku proceséw zmiennosci. Podejscie to zostanie wykorzystane do modelowania kursu
EUR/PLN. Empiryczny przyktad uzupetnia eksperyment symulacyjny majacy na celu zbadanie wia-
snosci tak otrzymanych estymatoréw.

Stowa kluczowe: stochastyczne modele zmiennosci, proces Lévy'ego
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1. Wprowadzenie

Obserwujac szeregi czasowe roznych zjawisk finansowych, mozna zauwazy¢ wiele
wspolnych wlasnosci nazywanych stylizowanymi faktami empirycznymi (Cont,
Tankov, 2004: 218-220). Do najwazniejszych stylizowanych faktow na temat roz-
ktadu stop zwrotu mozna zaliczy¢: grube ogony rozktadu, skoki wartosci, szybko
malejgca autokorelacje stop zwrotu, asymetri¢ wzrost/spadek (nagle spadki stop
zwrotu s3 zazwyczaj duzo wigksze niz wzrosty), grupowanie zmiennosci, normal-
no$¢ agregacyjng (wraz ze wzrostem odstepu czasu migdzy obserwacjami rozkta-
dy stop zwrotu coraz bardziej przypominajg rozktad normalny).

Do objasnienia tych wiasnosci powstaty m.in. dwie klasy modeli statystycz-
nych: modele autoregresji z heteroskedastycznoscig warunkowa (ARCH) i ich
uogdlnien oraz modele stochastycznej zmiennosci (SV), w ktorych zmiennos¢
procesu stochastycznego jest takze procesem stochastycznym. O.E. Barndorff-Nie-
Isen i N. Shephard (2001) zaproponowali rodzing modeli stochastycznej zmiennoS$ci
opartych na niegaussowskim procesie Orsteina-Uhlenbecka (OU type Stochastic
Volatility Model, w skrocie OUSV) nastepujacej postaci:

{ dy () = pdt +[X,dW (¢) (1)

dX (t)=-AX (t)dt+dL(At)’

gdzie (Y (t))teR to proces logarytmicznych cen, (W(t)) jest procesem

teR,

Wienera niezaleznym od (X (t)) R (L (t)) N jest niemalejacym procesem
Lévy’ego. Wowczas: o A

X(t)= e_’l('_s)X(s)+Ie_’1(t_s)dL(ls), (2)

dla s,teR , s >t. Proces Ornsteina-Uhlenbecka (X (Z))t = jest dodatni,
nie zawiera czgsci Gaussowskiej tylko dryf'i czgsé czysto skokowa. Oznacza to,
Ze proces (X (t))t p Dborusza si¢ do gory wylacznie skokami, natomiast migdzy

skokami maleje wyktadniczo, ze stopg persystencji A (por. rys. 1). Takie zachowa-
nie dobrze modeluje rzeczywista zmiennos¢ cen aktywow: pojawienie si¢ nowych
informacji powoduje nagly skokowy wzrost zmiennosci, po ktorym nastepuje spa-
dek zmiennos$ci (Barndorff-Nielsen, Shephard, 2001).

Model (1) mozna uog6lni¢ do ztozenia (superposition) kilku proceséw zmien-
nosci (Barndorff-Nielsen, Shephard, 2001):
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XO=3 v, X0, o)

D
gdzie Zvj =loraz v, 20,dlaj=1,...,p. Jako wagiprzyjmujesi¢: v, = a)i2 /Za).z,

1
= i1

czyli wzgledny udziat wariancji kazdego z proceséw zmiennosci. Kazdy z proce-
sOW zmiennosci opisuje stochastyczne réwnanie rézniczkowe postaci:

dx,(t)=-AX,(t)dt+dL,(At), @)

gdzie (L ; (t)) . S8 niezaleznymi, ale niekoniecznie identycznymi procesami

teR,

Lévy’ego. W rezultacie uzyskujemy model stochastycznej zmiennos$ci postaci:
dY (1) = pdt+|X,dW (1)

X(1)= ZVX (1)

dX, (f)Z—AXllit)dt+dLl(ﬂ1t) ' (5)

dx,(t)=-4,X,(t)dt+dL, (A1)

Za konieczno$cig wprowadzenia dwoch lub wigkszej liczby procesow zmien-
nosci przemawia fakt, ze w przypadku stop zwrotu czgsto obserwowane sg krotkie
skoki zmiennosci (typowa codzienna zmienno$¢) oraz rzadsze duze skoki, kto-
re sg spowodowane pojawieniem si¢ nowych, istotnych informacji (Griffin, Steel,
2006). Ponadto ztozenie kilku procesow zmiennos$ci pozwala na uzyskanie w mo-
delu funkcji autokorelacji kwadratow stop zwrotéw bardziej zblizonej do obser-
wowanych empirycznie (Barndorff-Nielsen, Shephard, 2001).

Estymacja modelu OUSV jest trudna, poniewaz nie jest znana posta¢ funk-

cji przejécia procesu (Yt );ER . O.E. Barndorff-Nielsen i N. Shephard (2001) pro-

ponowali uzycie podejscia Bayesowskiego (Markowowskie metody Monte Carlo,
Markov Chain Monte Carlo), estymacji posredniej (Gourieroux, Monfort, Renault,
1993), filtrow Kalmana i czasteczkowych (sekwencyjna metoda Monte Carlo, zob.
Pitt, Shephard, 1999) oraz funkcji estymujacych (Bibby, Serensen, 1995). W dal-
szych pracach dotyczacych estymacji modelu OUSV najwigcej uwagi poswie-
cono metodzie MCMC (Roberts, Papaspiliopoulos, Dellaportas, 2004; Gander,
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Stephens, 2007a; 2007b; Griffin, Steel, 2006; 2010). Ponadto wykorzystano tak roz-
norodne podejscia, jak: empiryczne funkcje charakterystyczne (Taufer, Leonenko,
Bee, 2011), martyngatowe funkcje estymujace (Hubalek, Posedel, 2011) czy Partic-
le Markov Chain Monte Carlo (Andrieu, Doucet, Holenstein, 2010). Zlozenie pro-
cesOw zmiennosci postaci (5) zostalo uwzglednione m.in. w pracach J.E. Griffina
i M.E.J. Steela (2006; 2010) oraz E. Taufera, N. Leonenki, M. Bee (2011). Rozwi-
jane jest takze podejscie wielowymiarowe (Pigorsch, Stelzer, 2009; Barndorff-Nie-
Isen, Stelzer, 2013; Stelzer, Tosstorff, Wittlinger, 2015).

Celem artykutu jest zaproponowanie specyfikacji filtru Kalmana dla uogol-
nienia modelu Barndorff-Nielsena i Shepharda na ztozenie kilku procesow. Do tej
pory uzycie filtru Kalmana bylo ograniczone tylko do pojedynczego procesu
zmienno$ci (Barndorff-Nielsen, Shephard, 2001). Ponadto zaproponowana spe-
cyfikacja zostanie wykorzystana w badaniu empirycznym do oszacowania pa-
rametrow procesu zmiennosci dla polskiego rynku kapitalowego na przykladzie
kursu EUR/PLN.

Uktad artykutu jest nastgpujacy: w czesci drugiej zostang omowione podsta-
wowe wlasnosci modelu, w czg$ci trzeciej zaprezentowana zostanie specyfikacja
filtru Kalmana dla ztozenia proceséw stochastycznej zmiennosci. Czg$¢ czwar-
ta to eksperyment symulacyjny, majacy na celu zbadanie wlasnosci estymatora.
Czgs¢ piagta zawiera przyklad zastosowania zaprezentowanej metody w badaniu
empirycznym. Ostania cze$¢ to podsumowania i wnioski.

2. Wiasnosci modelu

Najwazniejszg cechg modelu (1) jest mozliwos¢ wykorzystania niegaussowskich
procesow zmiennosci stochastycznej. O.E. Barndorff-Nielsen i N. Shephard (2001)
wykazali, ze dla dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa @ na prostej R samo-
rozktadalnego' (selfdecompasable) istnieje stacjonarny proces Orsteina-Uhlenbec-
ka spetniajacy rownanie rozniczkowe:

dX (t)=—-AX (t)dt +dL(Ar), (6)

dla ktorego zmienna losowa X(#) ma rozktad @ dla dowolnego # € R, . Proces

(L (t))t p azywany jest procesem Lévy’ego ukrytym w tle (backround driving

! Rozktad prawdopodobienstwa @ na prostej JR nazywamy samorozkladalnym, jezeli jego
funkcja charakterystyczna ¢ spetnia warunek @(¢) = @(cg)@,(5) . dla dowolnego JeR,

(S (0,1) ipewnej rodziny funkcji charakterystycznych {¢L CE (0,1)} (zob. Barndorft-Nie-
Isen, Shephard, 2001).
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Levy proces, BDLP) lub procesem podporzadkowanym (subordinator, por. Ber-
toin, 1996 oraz Kliber, 2013). Nietypowa postac rézniczki dL(Af) zostata wybrana
tak, aby rozklad @ nie zalezal od warto$ci parametru A. Dzigki temu wlasnosci
dynamiczne procesu zmiennosci (czgstotliwos$¢ pojawiania si¢ skokow) sa roz-
dzielone od rozktadu @. Do klasy rozktadow samorozktadalnych nalezy wiele
rozktadow o pozadanych w zjawiskach finansowych wiasno$ciach (asymetrycz-
nos$¢, grube ogony): odwrotny Gaussowski (inverse Gaussian), normalny odwrotny
Gaussowski (normal inverse Gaussian), temperowany rozklad stabilny (tempered

stable), gamma (por. Taufer, Leonenko, 2009). Miedzy procesem (X (t))t p @

(L (t)) istnieje zalezno$¢ dana rownaniem:
teR,
w(x) = —u(x) —xu'(x), )

gdzie u 1 w sa gestosciami miary Lévy’ego w reprezentacji Lévy’ego-Chinczyna
odpowiednio procesow (X (l‘))te]R+ i (L (t))te]R+ . Mozna zatem wybra¢ rozktad @
i dobra¢ odpowiedni BDLP albo odwrotnie — wybra¢ BDLP i wyznaczy¢ odpowia-
dajacy mu rozktad ®. Nie ma w literaturze kryterium, jak dobra¢ rozktad na pod-
stawie danych empirycznych (Griffin, Steel, 2006). W dotychczasowych pracach
najczesciej wykorzystywano rozktad gamma (Barndorff-Nielsen, Shephard, 2001;
Griffin, Steel, 2006; 2010) lub odwrotny Gaussowski (Taufer, Leonenko, Bee,

2011). W dalszej czesci artykutu przyjmiemy nastepujace oznaczenia dla para-
metrow rozktadu @: £ — wartos$¢ oczekiwana, o — odchylenie standardowe.

Trajektorie procesu zmiennosci (X (t))te& poruszaja si¢ do gory wytacz-
nie skokami (punkty nieciggto$ci), natomiast miedzy skokami trajektorie maleja
wykladniczo, ze stopg persystencji A. Skoki w procesie (X (t))te]R+ s3 zwigzane
ze skokami procesu (L(z‘))tEIR<+ 1 pojawiaja si¢ wedlug stopy A. Oznacza to,
ze im wigksza wartos¢ A, tym czesciej pojawiajg si¢ skoki trajektorii i szybciej
malejg wartosci procesu zmiennos$ci (X (z‘))te]R+ (proces zmiennosci ma krotsza

,pamie¢”). Proces X : nazywany jest zmiennoscig zintegrowang (integrated vo-

latility) 1 dla modelu (1) ma postac¢:
o 1
X*(6)= [ X (u)du = z[L(/u) —X(0)+ X(0)]. (8)
0

Wzér (8) umozliwil wykazanie, ze model (1) jest wolny od arbitrazu (Barndorft-
-Nielsen, Shephard, 2001) oraz wyznaczenie wyceny opcji w tym modelu w postaci

www.czasopisma.unilodz.pl/foe/  FOE 4(337) 2018


http://www.czasopisma.uni.lodz.pl/foe/

188  Piotr Szczepocki

analitycznego rozwigzania (Nicolato, Venardos, 2003), co jest wlasnoscia rzadko
spotykanag w modelach stochastycznej zmiennos$ci (por. Griffin, Steel, 20006).
Zauwazmy, ze przyrosty AY(¢) = Y(¢ + A) — Y(¥), czyli logarytmy stop zwrotu
w modelu (1) majg rozktad warunkowy (wzgledem procesu zmienno$ci) normalny
AY, |AX[* =xl* ~ N(,UA,\/AT:), gdzie AXZ* =X;A —X;. Rozktad bezwarun-
kowy stop zwrotu zalezy od wyboru rozktadu ®. Wiadomo jednak, ze gdy A — oo,
rozktad bezwarunkowy dazy do rozkladu normalnego (Barndorff-Nielsen, She-
phard, 2001). Jest to wlasnos¢ czesto obserwowana w finansowych szeregach cza-

sowych, gdy wraz ze zwigckszaniem odstepu migdzy obserwacjami rozktad staje
si¢ coraz bardziej zblizony do normalnego (Cont, Tankov, 2004; Kliber, 2013).

@) (b)
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Rysunek 1. Symulacja numeryczna pojedynczej trajektorii procesu Orsteina-Uhlenbecka
(@) o rozktadzie brzegowym gamma z parametrami a =9,y = 3, A = 0,01 oraz (b) odwrotny
Gaussowski o parametrach § =2,y =1,A=0,1 (wykorzystano algorytm generowania trajektorii
procesu SVOU zaproponowany przez Taufera i Leonenko, 2009)

Zrédto: opracowanie wiasne przy uzyciu programu R Cran

3. Filtr Kalmana

3.1. Postac ogdlna filtru Kalmana

Filtr Kalmana jest algorytmem rekurencyjnym umozliwiajagcym oszacowanie wek-
tora stanu liniowego uktadu dynamicznego (xt )teT , Przy uzyciu pomiaré6w ( Y, )teT
liniowo zwigzanych z tym stanem. Nazwa metody pochodzi od jej pomystodaw-
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cy —Rudolfa Kalmana. W ciggu ponad 50 lat od powstania metoda ta stala si¢ jed-
ng z najczesciej stosowanych w dziedzinie przetwarzania sygnatow. Najbardziej
znanym przyktadem zastosowania filtru Kalmana bylo wykorzystanie go w pro-
gramie zatogowych misji ,,Apollo” do nawigacji ladownika ksi¢zycowego (Gre-
wal, Andrews, 2010).

Zastosowanie filtru Kalmana wymaga, aby badany model statystyczny moz-
na bylo zapisa¢ w postaci uktadu réwnan:

y,=d+Ilx, +u,
{ ; )

X, =Zx,_,+1,
gdzie:
¥, € R” — wektor pomiarowy,

X, € R® — wektora stanu badanego procesu,

d € R” —wyraz wolny,

u, ~ N(0,0) — wektor szumu pomiarowego, o ktérym zaktada sig, ze ma roz-
ktad normalny o zerowym wektorze wartosci oczekiwanej i znanej macierz

kowariancji @ e M(px p),

17, ~ N(0,€2) — wektor szumu procesu, o ktorym zaktada si¢, ze ma rozktad nor-
malny o zerowym wektorze wartosci oczekiwanej i znanej macierz kowa-

riancji Q e M(sxs),
2 e M(sxs) —macierz przejscia,
I[TeM(pxs) —macierz filtru.

Filtr Kalmana jest rekurencyjnym algorytmem sktadajacym si¢ z dwoch faz:
— pierwsza faza algorytmu (nazywana predykacja lub aktualizacjg czasowg)

sktada si¢ z dwoch rownan:
— roéwnanie aktualizacji czasowej wektora stanu:

xtlt—l = th—l\t—l + ut—l ’ (10)
gdzie:
X,,.; — oszacowanie wektora stanu w momencie ¢ (przed pomiarem,
a priori),
JACHIH — oszacowanie wektora stanu w momencie ¢ — 1 (po pomiarze,
a posteriori);
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— roéwnanie aktualizacji czasowej macierzy kowariancji:

By, =P, 11" +Q, (11)
gdzie:
N ~ ~T . . .. ~ _ 2
Pt‘t_1 =F [xt\t—lxﬂt—l ]— macierz kowariancji wektora reszt Xy =X — Xy p
_ ~ ~T . . ..
Pt—l\t—l =F [xt—ut—lxz—uz-l] — macierz kowariancji wektora reszt
X =X T Xy

1)1
— druga faza (nazywana korekcja) sktada si¢ z trzech rownan:

—  wyznaczanie wzmocnienia Kalmana:

K, =P, [0"P, IT" +0]", (12)

t|t 1

— aktualizacja wektora stanu:

)e\ t|t1+K[ t t|t1] (13)

— aktualizacja macierzy kowariancji:

P

=P, —K,[T"P, 11" +0] K. (14)

t|t -1

W trakcie fazy predykcji, bazujac na stanie po pomiarze (a posteriori) fct_llt_l
z kroku 7 — 1, wyznacza si¢ estymowang warto$¢ stanu w momencie ¢ oraz ko-
wariancje wektora reszt P‘, ,- Otrzymane oszacowania nazywane sg 0Szacowa-
niami przed pomiarem (a priori). Pomiar y, w drugiej fazie stuzy do wyznacza-
nia warto$ci po pomiarze (a posteriori) wektora stanu fcm i kowariancji reszt P, . "
Wzmocnienie Kalmana mozna rozumie¢ jako rodzaj wagi, z jaka faza korekcji
wplywa na estymowany przed pomiarem stan: czy bardziej ,,ufamy” naszej oce-
nie stanu na podstawie réwnania aktualizacji pomiarowej, czy informacji zawar-
tej w pomiarach. Wzmocnienie Kalmana réwne macierzy zerowej oznaczatoby,
ze zupetnie ignorujemy pomiary.

Wida¢ zatem, ze algorytm filtru Kalmana ma charakter sprzezenia zwrotnego:
wartosci przed pomiarem w momencie ¢ stuza do wyznaczenia warto$ci po pomia-
rze w momencie ¢, ktore z kolei stuza do wyznaczenia wartosci przed pomiarem
w momencie ¢ + 1 itd. Do rozpoczecia algorytmu konieczne jest podanie warto$ci
stanu )ACO‘O oraz macierzy kowariancji Pyw momencie ¢ = 0.

W przypadku, gdy macierze E, I1, O, Q i wektor wyrazéw wolnych d zaleza
od pewnego wektora parametrow € R ¥ mozna wyznaczy¢ oszacowanie para-
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metrow metodg najwigkszej wiarygodnosci, maksymalizujac nastepujacg funkcje
wiarygodnosci:

AYt|AX:=x:~N(/1A,1/Ax:), AX' =X, - X, (15)

gdzie D, =T1"P, IT" +©.

tle-1

Posta¢ funkcji wiarygodnosci zaktada, ze zaburzenia w réwnaniach pomiaru
1 procesu majg rozktad normalny. Przy spetnieniu tych zatozen estymatory wy-
znaczone za pomoca funkcji wiarygodnosci (15) sa zgodne i asymptotycznie efek-
tywne. W przypadku, gdy rozktady zaburzen nie spelniaja rozktadu normalnego,
filtr Kalmana pozostaje estymatorem zgodnym, ale przestaje by¢ asymptotycznie
efektywnym (Hamilton, 1994).

3.2. Postac filtru Kalmana dla modelu stochastycznej zmiennosci

Barndorff-Nielsen i Shephard (2001) zaproponowali przedstawienie modelu sto-
chastycznej zmiennosci (1) w postaci umozliwiajacej zastosowanie filtru Kalma-
na. Punktem wyjscia sg dwie wlasnosci:

— liniowa reprezentacja przestrzeni pomiaru:

AY, LA 0 O
LYJ:L’W}{W O}Cﬁ“m (16)
gdzie:
Eu,)= Eﬂ”" D =0, Var(u,) =
o (17)
Zw{ EA 2N E }
2UNE 4PN E+2Q20° " (M) +E°A%) |

— liniowa posta¢ réwnania przejscia procesu zmiennosci:

0 1-e™ -
xt:[o e }Hn” "
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771; - 772t ~ 771t 1—e*
n o= - , E(7,)=E L} =§{ }
|:772z } P AA

gdzie:

2N AA (19)
~ 1/72(0-e") (1-e)
Var =20 .
) [ (1-e™) AA
Réwnania (16) 1 (18) mozna potaczy¢ w uktad réwnan postaci:
AY, HA 0 0 u,
, | = )2 ., X, +

AY, HA A0 U,,

: (20)

Xt:

l—e™ == —2A
0 My — 1 —&(l—e™)
IR
0 e*ﬂA n,, _4 A

co oznacza, ze model stochastycznej zmienno$ci (1) mozna przedstawi¢ w posta-
ci (9), dla ktorego:

-aA
AY, LA AX, 0 0] _ |og 1z
yt = ) , d = 2.2 , xt = , H = 4 5 == ﬂ,
AY, Y7L X(t) A0 0 o
Zmienne losowe u,dla =0, 1, ..., T'nie majg rozktadu normalnego, ale sg nie-

zalezne, o wartos$ciach oczekiwanych i macierzy kowariancji danych wzorem (12).
Zmienne losowe n réwniez nie majg rozktadu normalnego, ale sa niezalezne, o war-
tosci oczekiwanej rownej wektorowi zerowemu i macierzy kowariancji postaci:

Var(m)=2a)[1 _1}[1/2(1_3“) (1-5%}[1 _1} _

0 1] (d-e™) AN |01
(21)
e (-3/2-1/2¢* +e™ + IA) (1—-e™ -1/2-(1—-e ™)
(1-e™ -1/2(1-e™) 1/2-(1—e™) '

3.3. Propozycja filtru Kalmana dla ztozenia proceséw stochastycznej
zmiennosci

Specyfikacja filtru Kalmana dla modelu stochastycznej zmiennos$ci ze zlozeniem
proces6w zmiennosci przyjmuje nastepujacg postac:
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— Roéwnanie pomiaru:

AY, LA r1 0 0Of
= + _ x u, =
LYJ LZAZ} ;Lj 1 0}

C ]
ey (22)
X(0)
[;m } { 0o 0 .. 0 o] .
+ -1 -1 * +u,.
242 ’
I /IpXt(p)
_X(p) (t)_
Macierz I1 przyjmuje posta¢ blokowa Il = [H] R U ] o blokach
0 0
IT, = ool Nie ulega zmianie posta¢ zmiennej losowej ..
J
— Roéwnanie procesu:
- A i
AXP 7 0 7l -0 —&-e)
X(f)(f) 0 e™ ... 0 0 7" - &N
x=| =|: : S P+ : . (23)
let(p) 0 0 o l—e%”A 77‘({.0) _772(/.0) —f(l—e#‘A)
x® A 7" —-EN
L] o 0 0 e | 8

Macierz E staje si¢ zatem macierza blokowo-diagonalng o blokach

1A
0 l—e 7
= ;= y) . Macierz kowariancji zmiennej losowe;j n, jest rowniez ma-
1A
0 e’

cierza blokowo-diagonalng o blokach:

-22,A A

(-3/2-1/2¢ e + M) (1—e ™ =1/2-(1—e ") (24)
(I—e™* —1/2(1- ™) 1/2-(1—e ™) '

A

Var(n'!) = 2w

Zaproponowane uogolnienie, podobnie jak wyjsciowa posta¢ (20), nie zalezy
od wyboru rozktadu brzegowego @, a jedynie od wartosci oczekiwanej rozktadu &
1 jego odchylenia standardowego ®. Oba podejscia charakteryzuje takze to, ze funk-
cje wiarygodnosci proby mozna traktowac jedynie jako aproksymacje prawdziwej, ale
nieznanej funkcji wiarygodnosci, poniewaz zmienne losowe u, i1, nie majg rozktadu
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normalnego. Propozycja nie rozréznia wplywu poszczegodlnych wartosci oczekiwanych
procesow zmiennosci &, ..., § , a jedynie umozliwia oszacowanie wartosci oczekiwane]
zlozenia proceséw &. Innym autorom roéwniez nie udato si¢ oszacowaé oddzielnie pa-
rametrow & , ..., &p (por. Griffin, Steel, 2006; 2010; Taufer, Leonenko, Bee, 2011).

4. Badanie symulacyjne

W celu zbadania wasno$ci zaproponowanego estymatora przeprowadzono badanie
symulacyjne. Wykorzystano dwa warianty symulacji: bez ztozenia procesu zmien-
nosci oraz ztozenie dwoch proceséw zmiennosci. Za kazdym razem dokonano 1000
symulacji, przy czym kazda symulacja sktadata si¢ z 2000 obserwacji. Do wykona-
nia symulacji trajektorii procesow zmienno$ci wykorzystano metodg opisang przez
E.O. Barndorffa-Nielsena i N. Shepharda (2001). Zaproponowana w tej pracy metoda
pozwala na wykorzystanie jako rozktadu brzegowego procesu zmiennosci jedynie
rozktadu gamma ® ~ G(a, v). Odpowiednie wartosci rozktadow brzegowych mozna
wyznaczy¢ z zaleznosci: o= &/w? oraz v = EY/w?. W pierwszym wariancie symulacji
proces zmiennosci miat zatem rozklad brzegowy ® ~ G(10,9), a w drugim procesy
miaty rozktady @, ~G(90,81) i @, ~ G(14,4, 12,96). Dla kazdej symulacji wyznaczono
oszacowania parametrow procesu zmienno$ci. Do wyznaczenia parametréw wyko-
rzystany zostat algorytm Limited-memory BFGS? zaimplementowany w funkcji optim
pakietu stats programu R Cran. Otrzymane wyniki przedstawiajg tabele 11 2.

Tabela 1. Oszacowane wartosci parametréw (p — liczba procesdw zmiennosci) dla pierwszego
wariantu symulacji: prawidtowym modelem jest model bez ztozenia proceséw zmiennosci (p = 1).
W nawiasach odchylenie standardowe otrzymanych oszacowan

Otrzymane oszacowania parametr6w (odchylenie
Parametr | Wartos¢ parametru standardowe otrzymanych oszacowan)
r=1 P=2 r=3
0,03 0,0341 0,0349 0,0348
H (0,0254) (0,0251) (0,0250)
0,9 0,9344 0,9641 0,9635
5 (0,0881) (0,0890) (0,0904)
A 0,01 0,0143 0,0262 0,0296
! (0,0017) (0,0128) (0,0132)
3 - - 0,0182 0,0223
2 (0,0110) (0,0118)
A - - - 0,3223
3 (0,3118)

2 Algorytm Limited-memory BFGS jest numerycznym algorytmem znajdywania ekstremow
lokalnych funkcji wielu zmiennych nalezacym do rodziny metod quasi-Newtonowskich (Byrd
i wsp., 1995).
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Otrzymane oszacowania parametrow (odchylenie
Parametr | Warto$¢ parametru standardowe otrzymanych oszacowan)

p=1 =2 D=8

® 0,3 0,4533 0,14046 0,0902
! (0,0723) (0,2207) (0,1335)

© - - 0,28524 0,2774
2 (0,2502) (0,1997)

o - - - 0,3514

3 (0,2121)

Tabela 2. Oszacowane wartosci parametrow (p — liczba proceséw zmiennosci) dla drugiego

Zrodto: opracowanie wiasne

wariantu symulacji: prawidtowym modelem jest model ztozenia dwdch proceséw zmiennosci
(p=2). W nawiasach odchylenie standardowe otrzymanych oszacowan

Otrzymane oszacowania parametréw (odchylenie
Parametr | Warto$¢ parametru standardowe otrzymanych oszacowarn)
p=1 p=2 D=8
0,03 0,0347 0,0317 0,0387
H (0,0239) (0,0236) (0,0246)
0,9 0,9315 0,9431 0,9530
S (0,0291) (0,0305) (0,0405)
A 0,05 0,0102 0,0196 0,0131
! (0,0121) (0,1318) (0,1413)
A 0,3 - 0,4198 0,4627
2 (0,2883) (0,7088)
2 — — - 0,4825
3 (0,7157)
® 0,1 0,1750 0,0681 0,08640
! (0,0585) (0,0922) (0,1232)
© 0,25 - 0,1864 0,1892
2 (0,1063) (0,1343)
o - - - 0,16201
3 (0,17829)

Zrodto: opracowanie wiasne

Na podstawie eksperymentu symulacyjnego mozna zauwazy¢, ze 0Szaco-
wania parametrow W i & sg zblizone dla wszystkich wariantow filtru Kalmana
i bliskie prawdziwych warto$ci parametréw, bez wzgledu na to, czy prawdziwy
jest pojedynczy proces zmiennosci, czy zlozenie dwoch procesow zmiennosci.
Natomiast parametry persystencji A,, A, i odchylef standardowych o,, ®, s3 niedo-
szacowane. Na podstawie wynikéw eksperymentu symulacyjnego mozna probowaé
wskaza¢, jak rozréznié, czy proces zmiennosci generujacy dane jest pojedynczy,
czy jest ztozeniem dwoch lub wigcej proceséw. Wskazowka moga by¢ odchyle-
nia standardowe oszacowan parametrow. W wariancie pierwszym eksperymentu,
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gdy prawidtowym procesem generujacym dane byt pojedynczy proces zmiennosci,
modele zaktadajace ztozenie procesoéw (czyli dla p = 2 1 p = 3) daja oszacowania
nieistotnych parametrow (A, A,, ®,, ®,) 0 duzym odchyleniu standardowym.

5. Badanie empiryczne

Badanie empiryczne zostanie przedstawione na przykladzie modelowania kur-
su EUR/PLN. Dane dzienne pochodzg z okresu od 10.09.2012 do 9.09.2016 (1032
obserwacje). Na rysunku 2 przedstawiony zostal analizowany szereg czasowy.
Tabela 3 ukazuje podstawowe statystyki opisowe szeregu logarytmicznych stop
zwrotu. Na podstawie rysunku 2 i tabeli 3 mozna zauwazy¢, ze szereg czasowy
spetnia takie stylizowane fakty empiryczne przypisywane finansowym szeregom
czasowym, jak leptokurtycznos¢ rozktadu czy grupowanie wariancji.

0
<

EURPLN

(@)

Frequency

(©)

44

43

42

41

40

200

150

100

50

T
200 400 600 800 1000

' (b)

Density

T T T 1
0.01 0.00 001 002

(d)

0.02
L

0.01

0.00

-001

120

100

T T T T T T
0 200 400 600 800 1000

— est jadrowy
normalny

T T
-0.02 -0.01 000 001 002

N=1031 Bandwidth = 0.0007744

Rysunek 2. Notowania indeksu EUR/PLN (a), logarytmiczne stopy zwrotu (b), histogram
logarytmicznych stép zwrotu (c) oraz estymator gestosci jadrowej w zestawieniu z gestoscia
rozktadu normalnego dopasowanego do danych (d)

Zrédito: opracowanie wiasne
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Tabela 3. Podstawowe statystyki opisowe kursu EUR/PLN (dzienne obserwacje z okresu
od 10.09.2012 do 9.09.2016)

Liczba Srednia Odchylenie Skosno$¢ | Eksces | Min Max
obserwacji standardowe
1032 0,000 0,004 0,26099 2,663 | —0,018 | 0,025

Zrodto: opracowanie wiasne

Na podstawie danych oszacowano parametry dla modelu stochastycznej
zmiennosci (1) za pomocg specyfikacji filtru Kalmana dla pojedynczego procesu
zmiennosci oraz ztozenia dwoch i trzech procesow zmiennosci (5). Otrzymane wy-
niki przedstawia tabela 4. Na rysunku 3 przedstawiono poréwnanie empirycznej
funkcji autokorelacji kwadratow stop zwrotu oraz teoretycznych funkcji autoko-
relacji wyznaczonych za pomoca wzoru (Barndorff-Nielsen, Shephard, 2001):

cov(yf ,ytzﬂ ) = Zp:dje%"A(H) , (25)
j=1

o
)

63 (w, 122N 1+ A s)+ 28] £/3 0

J=1 J=1

gdzie d ; =

Na podstawie tabeli 4 mozna zauwazy¢, ze oszacowania parametrow i &
r6znig si¢ nieznacznie migdzy modelami. Warto$¢ parametru p wskazuje na do-
datnig stope wzrostu logarytmicznych stop wzrostu w badanym okresie, co jest
zgodne z rysunkiem 2. Model bez ztozenia proceséw zmiennosci (p = 1) wydaje
si¢ nieco bardziej odpowiedni niz model ze zlozeniem dwodch procesow stocha-
stycznych (p = 2), ale gorszy niz model ze ztozeniem trzech proceséw (p = 3). Dla
ztozenia dwoch procesow nie ma réznicy migdzy warto$ciami parametrow A i,
model prostszy, bez ztozenia, wydaje si¢ zatem bardziej odpowiedni. Dopiero zto-
zenie trzech proceséw pozwolito wyodrebni¢ proces zmiennosci o wigkszej stopie
persystencji (oszacowanie parametru A ). Wyniki te potwierdza rysunek 3, ponie-
waz teoretyczne funkcje autokorelacji dla p =1 i p =2 stabo odzwierciedlajg em-
piryczna funkcje autokorelacji kwadratow stop zwrotu. Dopiero dodanie trzeciego
procesu zmiennosci (p = 3), o wickszej stopie persystencji, umozliwia otrzymanie
teoretycznej funkcji autokorelacji zblizonej do empiryczne;.
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Tabela 4. Oszacowane wartosci parametrow (p — liczba proceséw zmiennosci). W nawiasach btad
standardowy wyznaczony na podstawie odwrotnej macierzy informacji Fishera

Parametr p=1 p=2 p=3
0,1254 0,1126 0,1192

H (0,0344) (0,0343) (0,0344)
0,0064 0,0064 0,0065

5 (0,0003) (0,0003) (0,0003)
3 0,0101 0,0117 0,2957

! (0,0049) (0,0151) (0,2888)
A - 0,0102 0,0155
2 (0,0058) (0,0113)
) - - 0,0161

3 (0,0991)
® 0,0066 0,0023 0,0002

! (0,0004) (0,0030) (0,0006)
® - 0,0061 0,0048

2 (0,0012) (0,0010)
- - 0,0041

3 (0,0012)

Zrédio: opracowanie wiasne

acf

0.00
1

-0.05

—— empiryczna

— — teoretyczna (p=1)
---- teoretyczna (p=2)
- =+ feoretyczna (p=3)

lag

Rysunek 3. Empiryczna funkcja autokorelacji kwadratéw logarytmicznych stop zwrotu (kolor
czarny) oraz teoretyczne wartosci funkgji autokorelacji kwadratéw logarytmicznych stép zwrotu
wyznaczone dla pojedynczego procesu zmiennosci (kolor czerwony), dwdch proceséw zmiennosci

(kolor niebieski) i trzech proceséw zmiennosci (kolor zotty)

Zrodto: opracowanie wiasne

FOE 4(337) 2018  www.czasopisma.uni.lodz.pl/foe/



http://www.czasopisma.uni.lodz.pl/foe/

Zastosowanie filtru Kalmana do modeli stochastycznej zmiennosci typu Ornsteina-Uhlenbecka 199

Na podstawie oszacowanych parametrow przeprowadzono 30 jednodniowych
prognoz na okres 10.09—-10.10.2016. Jako miar¢ dziennej zmienno$ci przyjeto nie-
parametryczny estymator Parkinsona (1980). Wyniki btgdow prognozy przedsta-
wiono w tabeli 5.

Tabela 5. Wartosci btedéw prognoz jednodniowych na okres 10.09-10.10.2016 modeli
stochastycznej zmiennosci (p — liczba procesdéw zmiennosci)

ME RMSE MAE
p=1 0,01381 0,01731 0,01581
p=2 0,01133 0,01233 0,01183
p=3 0,00537 0,00641 0,00568

Zrédito: opracowanie wiasne

Przedstawione w tabeli 5 wartosci bledow sa zblizone dla jednego i dwdch
proceséw zmiennosci. Dopiero ztozenie trzech proceséw zmienno$ci poprawito
wyniki prognoz. Mozna zatem ponownie zauwazy¢, ze model ze ztozeniem trzech
procesOw najlepiej odzwierciedla badane zjawisko.

6. Podsumowanie

W artykule przedstawiono zastosowanie filtru Kalmana do estymacji modelow
stochastycznej zmiennoSci, opartych na zlozeniu dwoch lub wigcej niegaussow-
skie procesow Ornsteina-Uhlenbecka. Eksperyment symulacyjny pokazat, ze es-
tymacja pozwala precyzyjnie oszacowa¢ parametry. Nastepnie wykorzystano za-
proponowang metode do modelowania kursu EUR/PLN. Okazato si¢, ze model
z trzema procesami zmienno$ci lepiej odzwierciedla zmiennosci logarytmicznych
stop zwrotu w badanym okresie niz pojedynczy proces zmiennosci lub zlozenie
dwoch procesow.

W dalszej perspektywie mozna kontynuowa¢ badania nad zastosowaniem fil-
tru Kalmana w modelowaniu niegaussowskich procesow zmiennosci, rozszerza-
jac metode na przypadek, gdy w modelu pojawia si¢ ,,efekt dzwigni”, czyli taki,
w ktorym spadki cen sg silnie skorelowane ze skokami procesu zmiennos$ci. Taki
przypadek rozwazali w swojej pracy m.in. J.E. Griffin i M.E.J. Steel (2006).
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Application of Kalman Filter to Stochastic Volatility Models of the Orstein-Uhlenbeck Type

Abstract: Barndorff-Nielsen and Shephard (2001) proposed a class of stochastic volatility models
in which the volatility process is the Ornstein-Uhlenbeck process driven by a Lévy process without
gaussian component. Parameter estimation of these models is difficult because the appropriate like-
lihood functions do not have a closed-form expression. The article deals with application of the Kal-
man filter technique for parameter estimation of such models. The method is applied to EUR/PLN
daily exchange rate data. Empirical application is accompanied with simulation study to examine sta-
tistical properties of the estimators.
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