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Streszczenie. Celem opracowania jest zbadanie rownowagi modelu wzrostu gospodarczego
Solowa przy zmodyfikowanym zatozeniu dotyczacym stopy wzrostu liczby pracujacych. W pierw-
szym wariancie przyjmuje si¢, ze liczba pracujacych zmienia si¢ po trajektorii okreslonej przez
funkcje logitowa. Natomiast w drugim wariancie zaklada sig, ze stopa wzrostu liczby pracujacych
jest pewna malejaca funkcja wydajnosci pracy (tzw. post-maltuzjanska $ciezka wzrostu).

Przy logitowej $ciezce wzrostu liczby pracujacych trajektorie technicznego uzbrojenia pracy
i wydajnos$ci pracy okreslone sg przez pewne funkcje ztozone z funkcjg hipergeometryczng Gaus-
sa. Natomiast przy post-maltuzjanskiej $ciezce wzrostu liczby pracujacych rozwigzanie rownania
Solowa zalezne jest od przyjetej wartosci parametru a (elastycznosci produkeji wzgledem nakta-
dow kapitatu) — moze ono nie posiada¢ zadnego punktu stacjonarnego, posiadaé¢ jeden lub dwa
nietrywialne punkty stacjonarne.

W przeprowadzonych w opracowaniu symulacjach numerycznych elastyczno$¢ produkcji
wzgledem naktadow kapitatu skalibrowano na poziomie rownym 0,68216. We wszystkich symu-
lowanych wariantach stop inwestycji, przy standardowej, logitowej oraz post-maltuzjanskiej tra-
jektorii liczby pracujacych, wydajno$¢ pracy rosnie do pewnej asymptoty. Asymptoty funkcji wy-
dajnosci pracy dla trajektorii logitowej 1 post-maltuzjanskiej potozone sa na zblizonym (nieznacz-
nie wyzszym dla trajektorii logitowej) poziomie. Obie potozone sa zdecydowanie wyzej niz
asymptota funkcji wydajnosci pracy z oryginalnego modelu wzrostu gospodarczego Solowa.

Stowa kluczowe: stopa wzrostu liczby pracujacych, rownowaga modelu Solowa.
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1. WPROWADZENIE"

Celem niniejszej pracy jest zbadanie rownowagi modelu wzrostu gospodar-
czego Solowa przy zmodyfikowanym zatozeniu dotyczacym stopy wzrostu licz-
by pracujacych. Autorzy przyjmuja, ze liczba pracujacych moze rosnaé do pew-
nej asymptoty po krzywej logitowej lub Ze stopa wzrostu liczby pracujacych
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L/L (przy wydajnosci pracy y rosnacej do 0 przez 1 do +o) spada coraz wol-
niej od +o przez n do 0. Przy przyjetych alternatywnych zatozeniach o trajekto-
riach liczby pracujacych W pracy poszukuje si¢ $ciezek wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy oraz wydajnosci pracy, a nastgpnie porownuje si¢ je ze Sciez-
kami wzrostu tych zmiennych makroekonomicznych z oryginalnego modelu So-
lowa.

Warto zaznaczyC, ze rozwazania na zblizony temat byly juz podejmowane
w literaturze. Zgodnie z wptywowa koncepcja Malthusa geometryczny wzrost
liczby ludnosci uniemozliwiatl zwigkszanie wydajnosci pracy w dlugim okresie.
Wspotczesnie szereg ekonomistow probuje wyjasni¢ na gruncie modeli formal-
nych ewolucje liczby pracujacych (malejace tempo przyrostu) i poziomu wydaj-
nosci pracy W gospodarkach post-malthuzjanskich.

Guerrini (2006) (por. tez Zawadzki 2007 lub Bucci, Guerrini 2009) wykazat,
ze jesli w modelu Solowa przyjmie si¢ zatozenie, ze stopa wzrostu liczby pracu-

jacych L(t)/ L(t)=/1(t) charakteryzuje si¢ tym, ze dla dowolnego nieujemnego
momentu t 0< A(t)< 1 oraz im At)=4, € [0, /1*], to réwnanie rozniczkowe:
—>+o0

k(t) =sf (k(t))—(é' + /l(t))k(t) opisujgce proces akumulacji technicznego uzbro-
jenia pracy w modelu Solowa posiada asymptotycznie stabilny, nietrywialny
punkt stacjonarny.

Struktura prezentowanego opracowania jest nastepujaca. W punkcie 2 znaj-
duje si¢ przeglad literatury. W punkcie 3 zaprezentowano rozwigzania modelu
Solowa przy alternatywnych zatozeniach dotyczacych trajektorii liczby pracuja-
cych. W punkcie 4 skalibrowano parametry modelu oraz przedstawiono symula-
cje numeryczne $ciezek wzrostu wydajnosci pracy przy réznych stopach inwe-
stycji. Opracowanie konczy punkt 5, w ktorym zebrane zostaly najwazniejsze
wnioski ptynace z rozwazan podjetych w pracy.

2. PRZEGLAD LITERATURY

Miedzy zjawiskami wzrostu gospodarczego i zmian liczby pracujacych wy-
stepuja ztozone, dwustronne zaleznosci, bedace przedmiotem zainteresowania
m.in. ekonomii populacji oraz teorii wzrostu gospodarczego (por. Isaac, Lui
1997). W ekonomii neoklasycznej, ktora abstrahuje od kwestii bezrobocia
w dhugookresowych analizach wzrostu gospodarczego, liczba pracujgcych wigze
si¢ blisko z liczbg ludnosci ogoétem w danym kraju. Stad zjawiska zmian demo-
graficznych i wzrostu gospodarczego sg taczone teoretycznie i formalnie w spo-
sob endogeniczny za sprawg takich mechanizméw jak: zmiany ptodnosci
i dlugosci zycia, migracje, czy inwestycje W kapitat ludzki.
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Wplywowe dla ewolucji teorii W tym obszarze byty ustalenia ekonomistow
klasycznych, w tym Thomasa Malthusa i Davida Ricardo (za lIsaac, Lui 1997).
Koncepcja Malthusa, rozwinieta dalej w modelach ricardianskich, wskazywata,
W jaki sposob rzeczywiste tempo przyrostu naturalnego, W odréznieniu od tempa
potencjalnego, zalezy od stanu gospodarki. Malthus argumentowat bowiem, ze
spoleczenstwa maja potencjal oraz naturalng sktonno$¢ do osiggania wzrostu
populacji w tempie geometrycznym (tj. wg statej stopy wzrostu). Jednak w rze-
czywistosci liczba ludnosci nie ro$nie do nieskonczonosci, gdyz jest ograniczana
przez zmieniajace si¢ warunki ekonomiczne zwigzane przede wszystkim z po-
ziomem ptac i podaza zywnosci. Obserwacja empiryczna sktonita go do uznania,
iz produkcja zywno$ci moze rosnaé jedynie W sposob arytmetyczny za sprawg
ograniczonej ilosci dostepnej ziemi | wolnego postepu technicznego w rolnictwie.

Zmiany podazy zywnosci W polaczeniu z dynamika liczby ludnos$ci oddzia-
tuja na ptace realne. Ich spadek ponizej poziomu egzystencji (ang. subsistence
wage) stanowi bodziec do ograniczenia tempa przyrostu naturalnego — w pierw-
szej kolejnosci za sprawa spadku dzietnosci. W ujeciu Malthusa dzieci byty trak-
towane jako dobra inwestycyjne, za$ spadek ptac umniejszat korzysci z ich po-
siadania. Natomiast w skrajnych przypadkach liczba ludnosci jest regulowana od
gory przez wzrost $miertelno$ci wywotany gtodem, wojnami lub epidemiami.
Ustalenia Malthusa mozna podsumowac nastepujaco:

a. Potencjalny wzrost liczby ludnosci, N(t), jest dany rosnacg funkcja wy-

ktadnicza: N(t)z Nye™, gdzie Ny, n>0, przy czym Ny jest liczba ludnosci
w momencie t = 0, za$ n (statg w czasie) stopa wzrostu liczby ludnosci.

b. Podaz zywno$ci, F(t), jest okreSlona rosngcg funkcjg liniowa:
F(t)=F,+at, gdzie F,a>0, przy czym F, oznacza podaz zywnosci
w momencie t = 0, natomiast a — wzrost owej podazy w kolejnych momentach t.

c. Stad, ilo§¢ zywno$ci przypadajaca na mieszkanca jest rowna:

f(t)= FI\OI -;it . Nie moze jednak ona trwale spas¢ ponizej pewnego minimalnego
(0]
poziomu fyin. Przyktadowy przebieg funkcji f(t) przedstawiono na wykresie 1. Po
przekroczeniu momentu t* dostepna podaz zywnosci nie zapewni egzystencji rosng-
cej populacji, co wymusi zmiany w poziomie lub tempie wzrostu N(t). Na skutek
tych dostosowan po pewnym czasie wartosci funkcji f(t) powroca powyzej fin.
Powyzsze zalezno$ci, ktore faktycznie przystaja empirycznie do historii
ludzkos$ci az do czasow rewolucji przemystowej, prowadzg do tzw. putapki mal-
tuzjanskiej. Wolny postep techniczny w rolnictwie nie pozwala na zwickszenie
produkcji zywnosci szybsze od przyrostu ludnosci. W rezultacie dlugookresowy
poziom zycia ludno$ci jest staty, a obserwowane moga by¢ jedynie fluktuacje
wokot poziomu réwnowagi.
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Wykres 1. Zmiany podazy zywnosci per capita na gruncie teorii Malthusa
Zrédto: opracowanie wiasne.

Przewidywania Malthusa przestaty pasowaé¢ do rzeczywistych zmian popu-
lacji i poziomu zycia w XIX wieku. W krajach uprzemystowionych to zdolnosci
produkcyjne, takze dotyczace podazy zywnosci, rosty geometrycznie, podczas
gdy przyrost naturalny wyhamowat, a liczba ludnosci wielu panstw wrecz usta-
bilizowata si¢. Z jednej strony wystapity istotne zmiany w naturze gospodaro-
wania, a akumulacja kapitatu i postep techniczny umozliwity wzrost gospodar-
czy. Z drugiej strony wystapity tzw. przejscia demograficzne, ktére polegaly na
spadku $miertelnos$ci, a nastgpnie na znacznym ograniczeniu dzietno$ci W kra-
jach uprzemystowionych. W odrdznieniu od teorii Malthusa po 1800 roku ob-
serwowano zatem malejgca dzietnos¢ i wysokie tempo wzrostu gospodarczego.
W ekonomii podejmuje si¢ proby wyjasnienia wspotczesnych powiazan miedzy
tymi zjawiskami, jak i teoretycznego potaczenia obu etapéw rozwoju ludzkosci:
malthuzjanskiego i post-malthuzjanskiego (Galor 2005).

W neoklasycznych modelach wzrostu gospodarczego (np. Solow 1956;
Mankiw, Romer i Weil 1990) przyrost liczby pracujacych jest okre§lony egzo-
genicznie — liczba pracujacych rosnie wedtug statej stopy wzrostu n>0. Przyj-
mowanie funkcji produkcji o statych efektach skali powoduje, ze parametr n nie
wplywa na stope wzrostu wydajnosci pracy w dlugookresowej rownowadze mo-
delu. Ta ostatnia jest bowiem réwna stopie postgpu technicznego g. Tempo
wzrostu liczby pracujacych oddziatuje natomiast negatywnie na poziom tech-
nicznego uzbrojenia pracy i wydajnosci pracy w danym momencie czasu.

W teorii wzrostu endogenicznego liczba pracujacych jest $cisle zwigzana
z dynamika gospodarki. Dzieje si¢ tak za sprawa efektow skali (por. Lucas 1988;
Romer 1990; Tokarski 2011) lub mechanizméw odwotujacych si¢ explicite do
zjawisk demograficznych. W pierwszym przypadku tempo wzrostu liczby pracu-
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jacych jest nadal wartoscig okre$lona W sposob egzogeniczny wobec procesOw
gospodarczych, jednakze wzrost zatrudnienia moze wywotac¢ rosngce korzysci
skali, ktore przyspieszajg wzrost wydajnosci pracy.

W modelu Lucasa (1988) gtownym czynnikiem wzrostu jest akumulacja ka-
pitatu ludzkiego, ktéry generuje korzySci zewnetrzne. Gruescu (za: Prettner,
Prskawetz 2010) pokazal, ze przyjecie W modelu Lucasa miedzyokresowej
funkcji uzytecznosci typu CES, prowadzi do nastgpujacej stopy wzrostu wydaj-
nosci pracy W rownowadze:

1

O

gdzie: 1 oznacza migdzyokresowsa elastycznos¢ substytucji; E — produktyw-
o

nosc¢ sektora edukacji; & — stope deprecjacji kapitatu ludzkiego; o — stopg dys-
konta.

Z powyzszej zaleznosci wynika, ze im szybsze jest tempo przyrostu natural-
nego, tym szybszy jest wzrost wydajnosci pracy w rownowadze. Do podobnych
wnioskow prowadzi analiza innych modeli z endogenicznie okreslonym poste-
pem technicznym. Zaréwno w modelu Romera 1990 (gtéwnym czynnikiem
wzrostu jest dziatalno$¢ sektora B+R), jak i Grossmana i Helpmana (dziatalnos¢
innowacyjna poszczegdlnych firm) stopa wzrostu wydajnosci pracy w dtugoo-
kresowej réwnowadze jest rosnaca funkcja zasobu liczby pracujacych (por.
Prettner, Prskawetz 2010).

Ciekawe rozwini¢gcie modelu Romera 0 czynniki demograficzne stanowi
praca Prettnera (2009), ktéora dopuszcza starzenie si¢ populacji. Wynikajacy
Z tego wzrost wydajnosci pracy W rownowadze zalezy nie tylko od liczby pracu-
jacych (dodatnio), ale rowniez od przecigtnej dtugosci zycia (rowniez dodatnio).
Przyjmuje si¢ bowiem, ze dtuzsze oczekiwane zycie sprzyja wzrostowi indywi-
dualnych oszczednosci, ktore stymulujg wzrost gospodarczy.

Tokarski (2008) rozwija neoklasyczny model Solowa o efekty skali
i pokazuje, ze wptyw liczby pracujacych na tempo wzrostu wydajnoSci pracy
w dtugookresowej rownowadze zalezy wtym od kierunku efektow skali
w gospodarce. Przy rosnagcych efektach skali, im wyzsze jest tempo wzrostu
liczby pracujgcych, tym szybszy jest wzrost wydajno$ci pracy. Odwrotny kieru-
nek zalezno$ci wystepuje natomiast przy malejacych efektach skali (rozumowa-
nie to i ptynace z niego wnioski mozna tatwo uogdlni¢ na wigcej niz jednokapi-
tatlowe, neoklasyczne modele wzrostu typu Bankiwa—Romera—Weila lub Non-
nemana—Vanhoudta — por. Tokarski 2008, 2011).

Bardziej ztozonych wnioskow dostarczaja modele, ktore endogenizujg jed-
noczesnie: wzrost gospodarczy izmiany liczby pracujacych. Barro i Sala-i-
-Martin (2004) przedstawiaja trzy przyktady takich mechanizmow zwigzane
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z migracjami, ptodnoscia | wyborem podazy pracy jednostki. W pierwszym
przypadku, zmiany liczby pracujacych zaleza od miedzynarodowych réznic w
wynagrodzeniach pracownikéw. Pracownicy migrujg do krajow 0 wysokich pla-
cach, przenoszac ze soba zakumulowany kapital ludzki. Autorzy pokazuja, m.in.
rozszerzajac model Solowa oraz analizujgc dane empiryczne, ze mi¢dzynarodowe
przepltywy pracownikoéw sprzyjaja wyrOwnywaniu poziomu rozwoju migedzy kra-
jami.

W drugim wariancie Barro i Sala-i-Martin uwzgledniaja decyzje dotyczace
liczby dzieci, aby wyjasni¢ ewolucj¢ gospodarek post-malthuzjanskich. W tym
modelu, posiadanie dzieci stanowi koszt alternatywny wzgledem uzyskiwania
dochodéw rynkowych. W konsekwencji, wraz ze wzrostem gospodarczym, kto-
ry prowadzi do bogacenia si¢ spoteczenstw, rodziny b¢da decydowaly si¢ na po-
siadanie mniejszej liczby dzieci. Natomiast w wariancie trzecim, spadajace tem-
po wzrostu zasobu pracy mozna przypisa¢ malejacej aktywnosci zawodowe;.
Wraz z bogaceniem si¢ ro$nie preferencja czasu wolnego wzgledem dochodow,
co powoduje ograniczenie przecigtnej liczby godzin pracy. Spadek ten zachodzi
jednak tylko do pewnego momentu, w ktorym uzyteczno$¢ czasu wolnego
i dochodow zrownuje si¢ na dtugookresowej $ciezce wzrostu.

Opisywane modele wzrostu gospodarczego pasuja do specyfiki gospodaro-
wania wspoéfczesnego kapitalizmu. Tymczasem przedstawiciele tzw. jednolitej
teorii wzrostu podejmujg proby jednoczesnego wyjasnienia ztozonych i ewoluu-
jacych na przestrzeni wiekow zalezno$ci migdzy zmianami populacji a wzrostem
gospodarczym (Malaga 2013). W ramach koncepcji Galora (2005) eksploracji
podlegaja takie zjawiska jak: putapka malthuzjanska, przyspieszenie wzrostu
w okresie industrializacji, przejécia demograficzne oraz trwaly wzrost gospodar-
czy od XIX wieku.

W modelu wystepuje ukryta zmienna stanu, ktdrg jest popyt na kapitat ludz-
ki. Oddziatuje ona na zachowanie uktadu dynamicznego, czemu odpowiadaja
przejscia do kolejnych rezimow wzrostu: od malthuzjanskiego, przez post-
malthuzjanski do wspotczesnego. Wzrost populacji, poczatkowo stanowiacy ba-
rier¢ dla zmian poziomu rozwoju, W pewnym momencie wyzwala postep tech-
niczny, za sprawa podziatu pracy, innowacji, czy wzrostu popytu. Dzigki temu
nastepuje przejscie do etapu post-malthuzjanskiego, ktory cechuje si¢ jednocze-
$nie wysokg dynamika wzrostu gospodarczego i przyrostu naturalnego. Z cza-
sem, pojawia si¢ popyt na wykwalifikowanych pracownikéw, co oznacza, ze ro-
dzicom optaca si¢ inwestowa¢ W rozwoj kapitatu ludzkiego swoich dzieci (a nie,
jak dotad, w liczbe dzieci). Malejaca, W rezultacie, przecictna liczba dzieci
w rodzinach stanowi przejscie demograficzne i prowadzi do wspotczesnego re-
zimu wzrostu, Z wysokimi inwestycjami w kapitat ludzki i stabym przyrostem
naturalnym.
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3. SCIEZKI WZROSTU W MODELU SOLOWA PRZY
ALTERNATYWNYCH TRAJEKTORIACH LICZBY PRACUJACYCH

W prowadzonych dalej rozwazaniach przyjmuje si¢ nast¢pujace zatozenia
dotyczace funkcjonowania gospodarki typu Solowa’:

I. Proces produkcyjny opisuje dwuczynnikowa funkcja produkcji Cobba—
Douglasa dana wzorem®:

Y (t)= (K@) (Le)™, (1)

gdzie Y oznacza wielko$¢ wytworzonego produktu, K — naktady kapitatu, L — na-
klady pracy, ae(O;l) jest za$ elastycznoscig produkcji wzgledem naktadow
kapitatu.

Il. Proces akumulacji kapitatu opisuje nastepujace rownanie rozniczkowe:

K(t)=sY(t)-K(t), 2)
gdzie s oznacza stope oszczednosci/inwestycji, 0 za§ — stope deprecjacji kapitatu.

Rzecz jasna zmienne s oraz o nalezg do przedziatu (0;1).
I11. Liczba pracujacych zmienia si¢ po jednej z trzech alternatywnych trajek-

torii’:
L(t)=e", (3)
L(t)= ﬁﬁj (4)

2 O wszystkich wystepujacych dalej zmiennych makroekonomicznych przyjmuje si¢ zatoze-
nie, ze sa przynajmniej dwukrotnie rézniczkowalnymi wzglgdem czasu t e [O;+oo). Zapis x(t)

. e . . . dx . . .
oznaczat bedzie warto$¢ zmiennej x w momencie t. x(t) = T to pierwsza pochodna zmiennej x po

czasie t, czyli (ekonomicznie rzecz bioragc) przyrost warto$ci owej zmiennej w momencie t, za$
o d?x
%(t) = —- — druga pochodna x po t.
dt

% Oryginalna funkcja produkcji Comba-Douglasa opisana jest rownaniem:

Y = AK“LY | gdzie A>0 oznacza taczng produkcyjnosé czynnikow produkeji. Zaktadamy
jednak, ze Y i K (wyrazone w jednostkach pienieznych w pewnych cenach statych) zdeflowane sg
takim delatorem, ze w momencie t=0 Y i K (podobnie jak L) réwne sa 1 i wowczas A=1. Nie ogra-
nicza to jednak w zaden sposob ogdlnosci prowadzonych dalej rozumowan.

* Réwnowaga Solowa przy trajektorii liczby pracujacych opisanej przez réwnanie (4) anali-
zowana byla w opracowaniu Filipowicz, Syrka, Tokarskiego 2016.
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lub
—S ==, )

gdzie:n>0, m>2 i T >0, za$ y=Y/L oznacza wydajnos¢ pracy.

Rownanie (3) opisuje standardowg $ciezke wzrostu z oryginalnego modelu
Solowa 1956. Na tej Sciezce wzrostu stopa wzrostu liczby pracujgcych L/L
w kazdym momencie t € [O;+oo) rowna jest n, za$ liczna pracujacych ros$nie od
1 do +eo.

Zwiazek (4) wyznacza za$ logitowsa Sciezke wzrostu liczby pracujacych. Na
Sciezce tej:

L(0)=1 < ™" =m-1,
co powoduje, zZe:

In(m-1)
2n

T= 6)

Spelnienie warunku (6) gwarantuje, ze na $ciezce wzrostu (4) liczba pracu-
jacych w momencie t=0 przyjmuje warto$¢ 1. Dlatego tez przyjmujemy dalej, Ze
na logitowej trajektorii (4) zachodzi rowniez zaleznos$¢ (6).

Ponadto z rownan (4) i (6) wyciagnaé¢ mozna nast¢pujace wnioski:

(i) im L(t)=m

—>+0

2n(T-t)

(1+ e2n(T—t))2
2n(T -t) 1
(1+e n(T-)
dodatnie dla® t <(0;T) oraz ujemne dla t € (T;+o).
(iv) L(T)=m/2.
Oznacza to, ze jesli spelnione sa rownania (4) i (6), to liczba pracujacych ro-
$nie coraz szybciej od 1 do m/2 wprzedziale czasu (0;T), natomiast
w przedziale (T;+o0) liczba ta rosnie coraz wolniej od m/2 do m. A zatem m jest

(i) Vte[0;+e0) L(t)=2nm >0.

(iiii) Vt €[0;+00) L(t)=4n?me?"(T-) , co powoduje, ze L(t) jest

% T=0 w przypadku, w ktorym m=2.
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maksymalng liczbg pracujgcych na trajektorii (4), zas T — momentem, w ktérym
Sciezka ta ma punkt przegi¢cia.

Réwnanie (5) okresla zas post-maltuzjanska Sciezke wzrostu liczby pracujg-
cych. Jesli liczba pracujacych porusza si¢ po owej trajektorii, to stopa wzrostu
liczby pracujacych L/L (przy wydajnosci pracy Yy rosnacej do 0 przez 1 do +oo)
spada coraz wolniej od +oo przez n do 0.

Oznaczmy tez przez k=K/L techniczne uzbrojenie pracy, natomiast przez
A = L/L stopg wzrostu liczby pracujacych. Wowczas:

At)=n, ()

przy standardowej trajektorii liczby pracujacych,

e2n(T—t)
/1('[)2 ZHW f (8)
przy trajektorii logitowej oraz:
n
At)=—=, 9
0=16 (©)

w przypadku trajektorii post-maltuzjanskie;j.
Z réwnania (2) wyprowadzi¢ mozna rownanie Solowa postaci (por. np. To-
karski 2011):

k(t)=sy(t) - &k (t) - A(tk(t), (10)

za$ z funkcji produkcji Cobba—Douglasa (1) bezposrednio uzyskujemy funkcje
wydajnos$ci pracy:

y(t)= (k)" (11)

Ze zwigzkoéw (10—11) uzyskujemy rownanie rozniczkowe Bernoulliego dane
wzorem.

k(t)=s(k(t))" —&k(t)- Atk(D). (12)
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Calki réwnania rozniczkowego (12) spetniajgce warunek k(0)=1 wyznaczaty
beda Sciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy przy alternatywnych trajek-
toriach liczby pracujacych spetniajacych réwnania (7-9). Majac za$ te Sciezki
wzrostu wyznaczy¢ bedzie mozna zZ rdbwnania (11) rowniez $ciezki wzrostu wy-
dajnosci pracy.

Zwiazki (7) i (12) prowadza do nastgpujacego rownania roézniczkowego:

k(t)=s(k(t)) — (5 +nk(t),

ktorego catka spetniajaca warunek k(0)=1 dana jest wzorem:

k(t):( > +(1 > je-ﬁ-“)(b‘”)*j“’. (13)

o+n _5+n

Wstawiajac rownanie (13) do funkcji wydajnosci pracy (11) dochodzimy do
wniosku, iz §ciezke wzrostu owej zmiennej makroekonomicznej opisuje rownanie:

[ s S )-(a)seny |1
t)= 1- . 14
y() (5+n+( 5+nje j (14)

Sciezki wzrostu (13—14), opisujace trajektorie technicznego uzbrojenia pra-
cy i wydajnosci pracy w modelu Solowa z funkcja produkcji Cobba—Douglasa,
sg jawnymi funkcjami elementarnymi. Zatem tatwo pokazac, ze przy S>d+n

(s<d+n) wkazdym nieujemnym momencie t pochodne k(t) i y(t) sa dodat-
nie (ujemne), natomiast przy s=5+n k(t)=y(t)=0. Co wigcej, w kazdym ze

1
wspomnianych przypadkow lim k(t)z(ijla oraz lim y(t)z (lea :
t>40 o+n t=>o0 o+n
Ptyng stad dwa nastepujgce wnioski. Po pierwsze, jezeli S>0+n (S<d+n),
to zarowno techniczne uzbrojenie pracy K(t), jak i wydajnos¢ pracy y(t) rosnie

(maleje) od 1 do [ij oraz (ij. Po drugie, przy s=dJ+n
o+n o+n

w kazdym nieujemnym momencie t owe zmienne makroekonomiczne przyjmuja
warto$ci rowne 1.

Natomiast z rownan (8) i (12) dochodzimy do nastepujacego rownania roz-
niczkowego:



Rownowaga Solowa przy alternatywnych trajektoriach liczby pracujacych 191

2n(T-t)

K(t)= s(k(t))* — (t)— znlfmmk(t). (15)

Mozna pokaza¢ (Filipowicz, Syrek, Tokarski 2016), ze catk¢ rownania rdz-
niczkowego (15) okresla zwigzek:

k(t)= {% (1+ (m-1)e " )1_“.2 Fl[_w,l_a; 2n-(1-a)s —(m _1)e-zmj+

2n 2n

1

+C(1_Q)S(Mj o (16)

e&

gdzie , Fl(a,b;c; z) oznacza funkcje hipergeometryczng Gaussa®, zas C € R jest
stalg catkowania’. Wstawiajac za$ catke (16) do funkcji wydajnosci pracy (11)
mamy:

® Funkcja hipergeometryczna , Fl(a, b;c; z) jest nieelementarna funkcja bedaca rozwiazaniem
réwnania rozniczkowego drugiego rzgdu Gaussa postaci:

d2w dw
21— Z)d7 +(c—(a+b +1)Z)E = abw(z),

gdzie a, b sag dowolnymi statymi rzeczywistymi, za§ C # 0 . Funkcj¢ te mozna zapisa¢ wzorem:

2Fiab;c;z)=1+ Zynz“ ,
n=1

przy:

i=1 =1

Yn= .
n [T+i-1)
j=1

Wiasciwosci matematyczne owej funkcji scharakteryzowane sa np. w pracach Korn i Korn
1983, s. 269 (i dalsze) lub Cattani 2006. Natomiast jej wykorzystanie w modelowaniu procesow
wzrostu gospodarczego na gruncie tzw. modelu Lucasa—Uzawy znajduje si¢ w opracowaniach
Boucekkine, Ruiz-Tamarit 2004, 2008 i Zawadzkiego 2015, na gruncie modelu Solowa w pracy
Guerriniego 2006 lub na gruncie modelu Mankiwa, Romera, Weila w opracowaniu Krawca, Szy-
dtowskiego 2002.

" Stata catkowania C w rownaniach (16—17) dobrana bedzie w prezentowanych dalej symula-
cjach numerycznych tak, by spetniony byt warunek k(0) = y(0) = 1.

[ﬁ(a+ j —1)J[ﬁ(b+j—l)]
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yit)= [§(1+ R

+C(1- a)s(MJM]M : 17)

e&

Zwigzki (16—17) wyznaczajg $ciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy
i wydajnosci pracy z logitowa funkcja liczby pracujacych (4). Sciezki te sa funk-
cjami nieelementarnymi i ztego wzgledu ich ksztatt analizowany bedzie
W czgsci opisujacej wyniki symulacji numerycznych.

Nalezy jednak zauwazy¢, ze przy t — +oo spetniony jest zwigzek:

) Fl(—(l_z—(;)a - a;w;—(m —1)ezmj —

) Fl(_wyl_a;w;OJ 21’
2n 2n

t—+0

co powoduje, ze zgodnie zZ rownaniami (16-17) zachodzi: k(t) - (%Jla oraz

a 1 a
S \ta . , . (S)e . (S« : D
y(t) - | = . Wielkosci | — | —= wyznaczaja (odpowiednio) diu-
=10l O o o
gookresowe techniczne uzbrojenie pracy oraz wydajnos¢ pracy w modelu Solo-

wa ze $ciezkg wzrostu liczby pracujacych okreslong przez funkcje logitowa (4).

1 1 _a o
. . S 1« S 1-a S 1« S l1-a R L.
Poniewaz | — > oraz | — > , zatem wielkosci te
) o+n ) o+n

sa wyzsze, niz W analogicznym, oryginalnym modelu Solowa (z funkcja pro-
dukcji Comba—Douglasa).

Przejdzmy teraz do analizy modelu Solowa z post-maltuzjanska $ciezka
wzrostu liczby pracujacych opisang przez rownanie (5). Wstawiajac funkcje wy-
dajnosci pracy (11) do zwigzku (9), mamy:

Alt)=n(k(®))

co, po uwzglednieniu rownania Solowa (12), daje nastgpujace rownanie réznicz-
kowe:

k(D)= (KO (s - Slk(t) ~n(k(0) ). (18)
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Rownanie rézniczkowe bedzie analizowane W przestrzeni fazowej
P = (0;+o0). Dla dowolnego k € P sgnk =sgng(k), gdzie:

#k)=s—k"* —nk: 2=, (19)

Wtasciwoscei za$ funkeji (19) nalezy rozpatrywaé dla o (0; }/2), a =% oraz
a e(%:1), gdyz inne s3 wowczas znaki wyrazen 1—a oraz 1-2a a (tym sa-
mym) inaczej zachowuja si¢ pochodne ¢(k) dla kolejnych k € P.

Przy o <(0;%) mamy:

(i) #(0)=s>0;

(i) fm glk)=-o;

(iii) vk e P ¢#'(k)<0.
a zatem (zgodnie z wlasno$cig Darboux funkcji cigglej) istnieje wowczas do-
Kladnic jedno KeP, takic, ze vke(0k)gk)>0, ¢k)=0 oraz
vk e (IZ;+oo) #(k)< 0. Ptynie stad wniosek, ze owo k jest nietrywialnym, sta-
bilnym punktem stacjonarnym réwnania rézniczkowego (18). Co wigcej, jesli
s>5+n (s<5+n), to ¢1)>0 (¢4(1)<0) iwowczas wkazdym momencie
t e[0;+00) k(t)>0 (k(t)< O), co implikuje, ze Sciezka wzrostu technicznego
uzbrojenia pracy k(t) dazy do k zlewej (prawej) strony®. Natomiast przy
s=8+n zachodzi k=0, co powoduje, ze wowczas W kazdym nieujemnym
momencie t k(t)=k =1.

1

Przy a =3 funkcje ¢(k) mozemy zapisac nastgpujaco:

#k)=s—n—5k .

Wobwczas:

(i) ¢(0)=s-n;

(if) lim #(k)=—0;
(iii) vk e P ¢#'(k)<0.

8 Poniewaz z rownania (11) wynika, ze Sgnk =sgny, zatem $ciezka wzrostu wydajnosci
pracy y(t) zachowuje si¢ analogicznie do $ciezki wzrostu K(t), z ta réznicg, ze przy t— +o©

y(O)—y =)
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Dlatego tez:
(i) Jezeli s<n, to rownanie rézniczkowe (18) nie ma punktu stacjonarnego
w przestrzeni fazowej P, gdyz przy k rosnagcym od 0 do +oo wartoséci funkcji

#(k) spadaja od s—n<0 do —oco. Dlatego tez w tym przypadku Vk e P k <0,

czyli warto$ci technicznego uzbrojenia pracy spadaja wowczas od 1 do 0°.
(if) Natomiast przy s>n istnieje doktadnie jeden nietrywialny, stabilny

punkt stacjonarny k e P i §ciezki wzrostu technicznego uzbrojenia pracy oraz
wydajnosci pracy zachowujg si¢ jak przy o € (O; }é)

Wezmy teraz a € (1%:1). W tym przypadku mamy:

(i) lim g(k)=—o0;

k—0*

(if) lim #(k)=—0;

(iii)oraz:

#K)=na -1k -sQ-a)k*,

co powoduje, ze dla K € (O; I?), gdzie:

1

Kk — (M]“ , (20)

1-a)s
pochodna ¢'(k) jest dodatnia, przy k =k — réwna jest 0, zas dla k (I?;+oo) po-
chodna ¢'(k) jest ujemna. Dlatego tez w przedziale (o; k ) funkcja @(k) jest
funkcja rosnaca, za§ w przedziale IZ;+oo) — funkcja malejaca.
(iv) Jezeli ¢(I?)<O, to dla kazdego ke P k =k“¢(k)<0 i wowczas tech-

niczne uzbrojenie pracy oraz wydajnos¢ pracy spadaja (wraz z uptywem czasu)
od 1do 0.

(v) Jesli ¢(I?)= OtokeP jest punktem stacjonarnym réwnania rozniczkowe-

go (18). Wowczas, jesli I? <1, to k(t) spada od 1 do I? natomiast y(t) spada od

1 do (k)g Przy k =1 wkazdym nieujemnym momencie t k(t): )'I(t)zo

i k(t) = y(t) =1. Natomiast przy k >1 zachodzi k(t), y(t) <0 i wartosci technicz-
nego uzbrojenia pracy i wydajnosci pracy spadaja od 1 do 0.

% Rzecz jasna, analogicznie ksztaltuja sie wowczas rowniez wartosci wydajnosci pracy y(t).
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(Vi)W przypadku, w ktorym ¢(I?)>O rownanie rézniczkowe (18) ma dwa
nietrywialne punkty stacjonarne: k,  (0; If) i k, e I?;+oo). Wowezas dla dowol-
nych k e (0;k, ) (kyo0) K(t), ¥(t) <0, zas dia kazdego k < (k;k,) K(t), y(t)>0.
Ptynie stad wniosek, ze punkt IZl jest niestabilnym punktem stacjonarnym, zas
IZZ — stabilnym punktem stacjonarnym. Dlatego tez wowczas:

(a) jezeli El >1, to techniczne uzbrojenie pracy i wydajnos¢ pracy spadaja
od 1do 0;

(b) przy k; =1 warto$ci owych zmiennych makroekonomicznych w kazdym
momencie t € [0;+o0) rowne sa 1;

(c) jesli El <1< IZZ k(t) oraz y(t) rosng od 1 do (odpowiednio) IZZ i (Ez)" ;

(d) w przypadku, w ktorym k, =1 w kazdym momencie t k(t)=y(t)=1;

(e) natomiast przy IZ2<1 techniczne uzbrojenie pracy i wydajnos¢ pracy
spadaja od 1 do IZZ i (EZ)".

Z réwnan (19-20) wynika zas, ze:

¢(‘?)=S—5(%Jlf _n( % jzil
co powoduje, Ze:

l-a 22-1
(i) jesli s> 5(%] ¢ + n[%] ¢ , to rownanie rozniczkowe
-a a—1)n

(18) ma dwa nietrywialne punkty stacjonarne;

la 2a-1
(ii) przy s=0 M ‘ +n M ‘ réwnanie to ma jeden
1-a)s (2a-1)n
nietrywialny punkt stacjonarny;
l-a 2a-1
(iii)natomiast przy s < (Za——l)n “ in M “ " nie ma ono nie-
1-a)s (2a: —1)n

trywialnych punktow stacjonarnych.
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4. KALIBRACJA PARAMETROW MODELU I SYMULACJE
NUMERYCZNE

Podobnie jak w pracach Filipowicz, Tokarskiego (2015), Filipowicz, Wisty,
Tokarskiego (2015) lub Filipowicz, Syrka, Tokarskiego (2016) autorzy skali-
browali elastycznos¢ produkcji wzgledem naktadéow kapitatu (czyli «) na takim
poziomie, by przy relacji technicznego uzbrojenia pracy w dwoch gospodarkach
rownej 5 stosunek wydajnosci pracy wynosit 3. Woweczas przy funkcji wydajno-
$ci pracy (11) mamylo:

_InGuly,) 3 0 eeoer
In(k,/k,) In5

Ponadto arbitralnie przyjeto, ze 6=0,07, n=0,01 oraz m=e, gdzie e jest liczbg
Eulera (e ~ 2,7182818). Wowczas moment T przy logitowej Sciezce wzrostu

In(e-1)

liczby pracujacych rowny jest T = ~ 27,066 . Stope inwestycji zmienia-

no co 10 punktow procentowych od 10% do 40%. 10% stopy inwestycji nazy-
wane bedg dalej niskimi stopami inwestycji, 20% — $rednimi, 30% — wysokimi,
40% zas$ — bardzo wysokimi stopami inwestycji.

Tablica 1. Stymulacje wydajno$¢ pracy przy standardowej (y,), logitowej (y,) oraz post-
maltuzjanskiej (ys) trajektorii liczby pracujacych i przy 6=0,07, n=0,01, o ~0,68261 i m=e

Stopa inwestycji s (%)

Rok t 10 20 30 40

Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3 Y1 Y2 Y3

10( 1,124/ 1,110/ 1,131| 1,866| 1,845| 1,889| 2,810| 2,781| 2,810| 3,963| 3,924| 3,889

20| 1,226| 1,207| 1,253| 2,738| 2,701| 2,882| 4,908| 4,846/ 5,125 7,762| 7,672| 7,991

50| 1,428 1,437| 1,536| 4,825| 4,866| 5,565| 10,451| 10,548| 12,033| 18,431| 18,609| 21,072

75| 1,514] 1,587| 1,680| 5,868/ 6,151| 7,079| 13,385| 14,030| 16,180| 24,258| 25,425| 29,221

100] 1,562 1,716| 1,762| 6,463| 7,090| 8,018| 15,093| 16,548| 18,832| 27,686| 30,345| 34,514

150| 1,601| 1,912| 1,822| 6,970| 8,310| 8,880| 16,565| 19,732| 21,358| 30,655| 36,503 39,629

200{ 1,612| 2,033| 1,831| 7,117 8,969| 9,147| 16,990| 21,399| 22,188| 31,516| 39,682 41,346

+oo | 1,616 2,153 1,896| 7,175| 9,562| 9,233| 17,161| 22,870| 22,573| 31,860| 42,459| 42,163

Zrédlo: opracowanie wiasne.

0 Gdyby (zgodnie z dekompozycja Solowa 1957) przyjaé, ze o = }/ , to przy ki/k,=5 otrzy-

f k
muje sie: n_ 3 k_l = % ~1,70998 , co wydaje si¢ wielko$cia mocno niedoszacowana.
2

Y2
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W tablicy 1 znajdujg si¢ wyniki symulacji numerycznych wydajno$ci pracy
w czterech wyrdznionych wariantach stop inwestycji przy zatozeniu standardo-
wej (y1), logitowej (y,) oraz post-maltuzjanskiej (ys) trajektorii liczby pracuja-
cych. We wszystkich wariantach symulacyjnych przyjeto, iz w momencie po-
czatkowym (t=0) kapitat na pracujacego i wydajnos¢ pracy jest rowna 1. Ponad-
to na wykresach 2-5 przedstawiono trajektorie odpowiednich wydajnosci pracy
przy 10%, 20%, 30% i 40% stopie inwestycji'".

Na podstawie wynikow przeprowadzonych przez autoréw symulacji nume-
rycznych mozna wyciagna¢ nastgpujace wnioski:

o Jezeli przyjmiemy, ze gospodarke cechuja niskie stopy inwestycji (na po-
ziomie 10%), dlugookresowa wydajno$¢ pracy w tej gospodarce bedzie 0 okoto
60% wyzsza (przy zatozeniu standardowej trajektorii liczby pracujacych),
0 okoto 90% wyzsza (przy zalozeniu post-maltuzjanskiej trajektorii liczy pracu-
jacych) i 0 okoto 115% wyzsza niz W momencie poczatkowym (przy zalozeniu
logitowej trajektorii liczby pracujacych, por. wykres 2).

2,200

2,000 —_—
-—
—
—
1,800
yl
1,600
—_ —y2
y3
1,400
1,200
1,000
o w0 [=2] ol wn
=+ w =] =] [=2]
— — - — -

Wykres 2. Sciezki wzrostu wydajno$ci pracy przy standardowe;j (y1), logitowej (y,) oraz post-
maltuzjanskiej (y3) trajektorii liczby pracujacych i s=10%

Zrédo: opracowanie whasne.
e Jezeli za$ zalozymy, ze gospodarka charakteryzuje si¢ $rednimi stopami in-

westycji i w momencie poczatkowym cechowata sie wydajno$cig pracy rowng 1,
wowczas W dhugim okresie W przypadku standardowej trajektorii liczby pracuja-

1 Ksztalt $ciezek wzrostu technicznego uzbrojenia pracy jest bardzo zblizony do ksztaltu
$ciezek wzrostu wydajnosci pracy.
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cych wydajnos¢ pracy ustabilizuje sie na poziomie 7,175, w przypadku trajekto-
rii post-maltuzjanskiej na poziomie 9,233 oraz w przypadku trajektorii logitowej
na poziomie 9,562 (por. wykres 3).

10,000
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5,000 — =2
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— (] m s} [¥=] M~ (=2}
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Wykres 3. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowej (y1), logitowej (y,)
oraz post-maltuzjanskiej (Yz) trajektorii liczby pracujacych i s=20%

Zrbdlo: opracowanie wilasne.

26,000

21,000
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11,000

6,000
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o
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Wykres 4. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowej (y4), logitowej (y,)
oraz post-maltuzjanskiej (ys) trajektorii liczby pracujacych i s=30%

Zrodto: opracowanie wlasne.
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e Przy rozwazaniu wariantu z wysokimi stopami inwestycji w dwustulet-
nim horyzoncie czasowym wydajno$¢ pracy zwigkszy si¢ do poziomu 16,990
(przy standardowej trajektorii liczby pracujacych), do poziomu 22,188 (przy
post-maltuzjanskiej trajektorii) oraz do poziomu 21,399 (przy logitowej trajekto-
rii, por. wykres 4).

e Przy zalozeniu, ze gospodarka bedzie wyrdzniaé si¢ bardzo wysokimi
stopami inwestycji, dochodzimy do wniosku, ze wydajno$¢ pracy ustabilizuje si¢
wowczas na poziomie 31,860 przy standardowej $ciezce wzrostu liczby pracuja-
cych, na poziomie 42,163 przy $ciezce post-maltuzjanskiej oraz na poziomie
42,492 przy Sciezce logitowej (por. wykres 5).
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Wykres 5. Sciezki wzrostu wydajnosci pracy przy standardowej (y:), logitowej (y,)
oraz post-maltuzjafiskiej (ys) trajektorii liczby pracujgcych i s=40%

Zrodto: opracowanie wlasne.

5. PODSUMOWANIE

Podjete w pracy analizy mozna podsumowaé nastgpujaco:

I. W niniejszym opracowaniu modyfikuje si¢ zalozenie oryginalnego mode-
lu wzrostu Solowa dotyczace stopy wzrostu liczby pracujacych. W pierwszym
wariancie przyjmuje si¢, ze liczba pracujacych zmienia si¢ po trajektorii okre-
slonej przez funkcje logitowa. Natomiast W drugim wariancie zaklada sie, ze
stopa wzrostu liczby pracujacych jest pewna malejaca funkcja wydajnosci pracy.

Il. Przy logitowej §ciezce wzrostu liczby pracujacych trajektorie techniczne-
go uzbrojenia pracy i wydajno$ci pracy okreslone sg przez pewne funkcje ztozo-
ne z funkcja hipergeometryczng Gaussa. Natomiast przy post-maltuzjanskiej
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Sciezce wzrostu liczby pracujgcych rozwigzanie rownania Solowa zalezne jest
od przyjetej warto$ci parametru o (elastycznosci produkceji wzgledem naktadow
kapitatu) — moze ono nie posiada¢ zadnego punktu stacjonarnego, posiada¢ je-
den lub dwa nietrywialne punkty stacjonarne.

I1l. W przeprowadzonych w opracowaniu symulacjach numerycznych ela-
stycznos$¢ produkcji wzgledem naktadoéw kapitatu skalibrowano na poziomie
rownym 0,68216, za$ stopy inwestycji zmieniano co 10 punktéw procentowych
od 10% do 40%.

IV. Poréwnujac dwa modele ze zmodyfikowanym zatozeniem dotyczacym
stop wzrostu liczby pracujacych z oryginalnym modelem Solowa, warto podkre-
$li¢ roznice W relacjach stop wzrostu liczby pracujgcych pomigdzy tymi mode-
lami w symulowanym okresie. Logitowa stopa wzrostu liczby pracujacych przez
poczatkowe 27 lat jest wyzsza niz stopa wzrostu z oryginalnego modelu Solowa,
nastgpnie W kolejnych latach obserwujemy odwrocenie relacji. Z kolei post-
maltuzjanska stopa wzrostu liczby pracujacych jest nizsza niz standardowa sto-
pa wzrostu przez caty symulowany okres.

V. Przy poréwnaniu logitowej i post-maltuzjanskiej stopy wzrostu liczby
pracujacych okazuje sig, ze W poczatkowej fazie (okres ten zalezy od przyjetej
stopy inwestycji) logitowa stopa jest wyzsza od post-maltuzjanskiej, nastgpnie
obserwujemy odwrdcenie relacji.

VI. We wszystkich symulowanych wariantach stop inwestycji, przy standar-
dowej, logitowej oraz post-maltuzjanskiej trajektorii liczby pracujgcych, wydaj-
nos¢ pracy ro$nie do pewnej asymptoty. Dynamika wydajnosci pracy przy stan-
dardowej oraz logitowej trajektorii liczby pracujacych przez poczatkowe 50 lat
jest bardzo zblizona. Nastgpnie obserwujemy znaczne spowolnienie tempa
wzrostu wydajnosci pracy W modelu ze standardows trajektoria liczby pracuja-
cych i ostatecznie wydajnos¢ pracy W tym modelu stabilizuje si¢ na zdecydowa-
nie nizszym poziomie niz W przypadku dwoch pozostatych modeli. Z kolei wy-
dajno$¢ pracy przy zatozeniu post-maltuzjanskiej §ciezki wzrostu liczby pracu-
jacych w okresie poczatkowym jest znacznie wyzsza niz W przypadku dwoéch
pozostatych $ciezek. Nastepnie po okoto 125-320 latach (w zaleznosci od przy-
jetych stop inwestycji) wydajnos$¢ pracy przy zatozeniu logitowej $ciezki wzro-
stu dogania wydajno$¢ pracy przy S$ciezce post-maltuzjanskiej. Ostatecznie
asymptoty funkcji wydajnosci pracy dla trajektorii logitowej i post-
maltuzjanskiej potozone sg na zblizonym (nieznacznie wyzszym dla trajektorii
logitowej) poziomie.

VII. Niezaleznie od rozwazanej trajektorii liczby pracujacych roznice
W przyjetych zatozeniach 0 stopach inwestycji prowadza do bardzo istotnych
roéznic W poziomie wydajnosci pracy. Konkluzja ta jest zgodna z odpowiednim
wnioskiem ptyngcym z oryginalnego modelu Solowa. Przyjecie stopy inwestycji
kolejno na poziomie 10%, 20%, 30% i40% pozwoli oczekiwa¢ zwigkszenia
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wydajnosci pracy z1 w momencie t=0 do kolejno 1,562-1,762, 6,463-8,018,
15,093-18,832 oraz 27,686-34,514 w stuletnim horyzoncie czasowym przy
standardowej, logitowej oraz post-maltuzjanskiej trajektorii liczby pracujacych.
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Katarzyna Filipowicz, Maciej Grodzicki, Tomasz Tokarski

EQUILIBRIUM OF SOLOW GROWTH MODEL WITH ALTERNATIVE
TRAJECTORIES OF THE NUMBER OF WORKERS

Abstract. The aim of the study is to examine the long-run equilibrium of Solow growth mod-
el with a modified assumption for a rate of employment growth. In the first case, it is assumed that
the number of workers changes in the trajectory defined by the logistic function. In the second
case, it is assumed that the rate of growth of employment is a decreasing function of labor produc-
tivity (so called post-Malthusian growth path).

The capital labor ratio and labor productivity with logistic growth path of the number of
workers are defined by certain functions composed of hypergeometric function of Gauss. When
we consider post-Malthusian growth path of employment, solution of the Solow equation depends
on the value of the parameter a (production elasticity with respect to capital) — it may have no, one
or two non-trivial steady-states.

In performed numerical simulations, we calibrated elasticity of production with respect to
capital at a level equal to 0.68216. In all variants of simulated investment rates, the standard, lo-
gistic and post-Malthusian trajectory of employment, labor productivity grows to a certain asymp-
tote. Asymptotes of labor productivity for the logistic and post-Malthusian trajectory are located at
a similar (slightly higher for logistic trajectory) level. Both are located far higher than the asymp-
tote of labor productivity function in the original Solow growth model.

Keywords: growth rate of the number of workers, equilibrium of Solow model.
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