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MACIEJ] HENNEBERG

WIARYGODNOSC WIELOCECHOWYCH MIAR ODLEGLOSCI
GEOMETRYCZNEJ ZE SZCZEGOLNYM UWZGLEDNIENIEM
ODLEGLOSCI PENROSE’A

Dwa obiekty scharakteryzowane za pomoca wartosci jednej zmiennej odlegle
sq od siebie o wielko§¢ réwna réznicy pomigdzy wartoscia zmiennej charakteryzu-

jaca pierwszy obiekt i wartoécia charakteryzujaca drugi obiekt. Jesli opis obiektow

opiera sie na wartosciach dwu zmiennych, wéwczas najmniejsza, wzdtuz linii prostej,
odleglo$é pomiedzy nimi réwna si¢ pierwiastkowi sumy kwadratow roznic wartosci

jednej i drugiej zmiennej charakteryzujacej te obickty. Tlustruje to rysunek 1, na

ktérym opis ma geometryczna posta¢ dwuwymiarowg w klasycznym prostokatnym
ukladzie wspolrzednych. Jak widaé, idea odlegtosci geometrycznej wywodzi sig
7 twierdzenia Pitagorasa.

Przy charakteryzowaniu obiektow za pomoca wigkszej liczby zmiennych postepuje
si¢ podobnie, tyle ze obraz geometryczny lezy w przestrzeni o takiej liczbie wymiarow,
jaka jest liczba zmiennych uzywanych dla scharakteryzowania obiektéw. Uklady
zmiennych prostokatnych o wigcej niz trzech wymiarach trudno sobie wyobrazi¢,
niemniej logika postgpowania jest taka sama jak przy okreslaniu odleglo$ci w ukta-
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Rys. 1. Geometryczny obraz odlegtosci pomigdzy dwoma obiektami (1 i 2), z ktorych kazdy
scharakteryzowany jest warto§ciami dwoch zmiennych (x; i x2)
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dzie dwu- czy trojwymiarowym. Zatem ogdlna postaé odlegloéci geometrycznej jest
nastepujaca:

d%, 2=(—‘<1, 1'—x1,2)2+"-+(xi, 17X, 2)2+ et (3, 17 X, 2)2 1y

gdzie: d; , — odleglos¢ geometryczna pomiedzy obiektami 11 2, Xy,1 — pierwsza
cecha pierwszego obiektu, x;, — i-ta cecha drugiego obiektu, m — liczba cech.

Mozna to przedstawic kI‘OCC_] dla odlegtosci pomiedzy dowolnymi obiektami
aib:

m

dy, = 2 (x,a=x,,)° (1a)

Powyzsza zalezno$¢ jest spetniona, jesli poszczegdlne zmienne sg wzgledem siebie
catkowicie ortogonalne, to jest, gdy ich wartosci nie koreluja z soba. W praktyce
czgsto napotyka si¢ zwiazki powodujace nieortogonalno$é, co wymaga ,,prosto-
wania’ osi reprezentujacych wartosci poszczegélnych zmiennych za pomoca odpo-
wiednich zabiegow rachunkowych (np. ‘odwracanie macierzy kowariancji w metodzie
Mahalanobisa — Anderson [1958]). Wowcezas obliczenie odleglosci jest obarczone
dodatkowymi komplikacjami, jest to jednak kwestia odrebna, tutaj rozpatrzymy
jedynie ,,czyste” odlegtoéci geometryczne, zakladajac, ze warunek ortogonalnosci
zmiennych jest spelniony.

W szeregu dyscyplin naukowych wyznacza si¢ odleglosci pomiedzy obiektami
zbiorowymi, sktadajacymi si¢ z licznych pojedynczych elementéw. Bardzo czgsto
postepuje si¢ tak whasnie w biologii, totez ogranicze si¢ tutaj do przykladéw z tej
dziedziny, jakkolwiek identyczne formalnie postgpowanie dotyczy badad ekono-
metrycznych, demograficznych, geomorfologicznych, psychologicznych itp.

Wartosci zmiennych charakteryzujacych obiekty zbiorowe uzywane do obliczania
odlegtosci stanowia na ogét oszacowania miar polozZenia z préb o skonczonej liczeb-
nosci. Taki spos6b charakteryzowania obarczony jest, jak wiadomo, bledem wynika-
jacym z rozproszenia wartosci jednostkowych wokdét miary polozenia oraz z wiel-
kosci proby — liczby pomierzonych jednostek. Poréwnywanie takich charakterystyk
liczbowych obicktéw zbiorowych celem ustalenia odleglosci geometrycznej pomiedzy
obiektami obarczone jest wigc nieuchronnie bledem. Odlegtosci pomiedzy obiektami
zbiorowymi, oparte na oszacowaniach wartosci poszczegélnych zmiennych z préb,
nie sa wielkosciami pewnymi, ale réwniez oszacowaniami obarczonymi okreslonyny
bledem. Dokiadnos¢ takiego oszacowania, a zatem i wielkos¢ jego bledu, zalezy
od rzetelnosci oszacowania miar potozenia. Ma to szczegdlne znaczenie wéwczas,
gdy obliczamy odleglo$ci pomigdzy szeregiem obiektdw celem ich uporzadkowania
pod wzgledem wzajemnego podobiefistwa. Klasycznym przyktadem moze tu by¢
ustalanie odleglosci ,,biologicznych”, opartych na szeregu cech metrycznych orga- -
nizméw, pomigdzy grupami ludzkimi, dla ustalenia stopnia wzajemnych podobiefistw
i r0znic pomiedzy tymi grupami. Stosowanie w tym celu odlegtosci geometrycznej
wprowadzili J. Czekanowski i jego uczniowie zgrupowani w tzw. Iwowskiej szkole:
antropologicznej. Podlegala ona licznym modyfikacjom i ulepszeniom miedzy
imnymi przez L. S. Penrose’a [1954] i A. Wankego [1955], zostata tez znacznie




Wiarygodno$é wielocechowych miar odlegtosci geometrycznej 67

przeksztalcona przez P. C. Mahalanobisa [1930] w forme tzw. odleglosci sta-
tystycznej. Szerzej zagadnienia te opisuja T. S. Constandse-Westermann [1972]
i R Kuonssmdann [1962].

Postgpowanie polega (u na pomierzeniu wartosci tego samego zestawu cech
(np. LU cech czaszki) w zbiorach osobnikow nalezacych do kilku (kilkunastu, kilku-
dziesigciu itd.) grup, obliczeniu srednich arytmetycznych kazdej cechy w kazdej
z grup, ewentualnym ich ustandaryzowaniu na wielkosci odpowiednich odchylert
standardowych, i wyliczeniu odlegtosci pomiedzy srednimi. Odleglosci te interpretuje
sig naslgpnie w ten sposob, ze przypisuje si¢ najwicksze wzajemne podobiefistwo
tym grupom, dla ktorych otrzymano z rachunkéw najmniejsza wartos¢ odlegtoscei, .
a najmniej podobne sg do siebie grupy najbardziej ,,odlegle”. Wielkos¢ odlegtosci
traktowana jest bezkrytycznie, jako warto$¢ idealna, absolutnie prawdziwa i rzetelna.
Dla jednej tylko metody okreslania odleglosci geometrycznej — metody Penrose’a
— starano si¢ wprowadzi¢ statystyczny test istotno$ci pozwalajacy oceni¢, czy obli-
czona odlegto$¢ rézni sig istotnie od zera czy nie. Test ten opracowany zostal przez
N. A. Rahmana [1962] a spopularyzowany przez autoréw niemieckich [Knus-
smann 1967; Schwidetzky 1967, Schwidetzky, Rosing 1975, Résing 1975;
Rosing, Schwidetzky 1977], w Polsce stosowali go np. J. Piontek i M. Kacz-
marek [1981]. Wspomniany test jest oparty na statystyce nieparametrycznej (Chi-
-kwadrat) 1 nie uwzglednia liczebnosci prob, dla ktérych okreslano odlegtosci. Jego
postaé jest nastgpujaca (oznaczenia wedlug Résinga [1975]):

m

2 DQ:Cgm por. D, z warto$cia krytyczna 2 przy jednym stopniu
swobody
m L
3) DP:C}Z’l——R por. D, z wartoscia krytyczna y? przy m—1 stopnl
swobody
(4) Dr=Dy+Dp przy m stopniach swobody

gdzie: D, — istotnos¢ odlegtosci wielkosci, Dp — odlegtosci ogdlnej bez poprawki
na interkorelacje, Dr — z poprawka na interkorelacje, C,é — odlegtos¢ wielkosci,
Cp — odleglo$¢ ogélna — réznica pomiedzy odlegtoscia ksztattu (C7) i odlegloscia
wielkoéci, m — liczba cech, R — wspolezynnik interkorelacji pomiedzy cechami.
Jak wida¢, przy tym samym zestawie cech wartoéci testu beda zawsze identyczne
nlezaleznie od liczebnosct porownywanych prob. R. Knussmann [1967] zdawat
sobic sprawg z tej wady, mimo (o jednak zalecat ,,ostrozne” stosowanie przedsta-
wionego wyzej testu (s. 138). I. Schwidetzky [1967] zbadala empirycznie wplyw
liczebnosci proby na wielkos¢é obliczonej odlegtosci Penrose’a w ten sposéb, ze
z tych samych serii czaszek brala po 1, 2, 3 ... itd. osobniki i na tak powstatych matych
prébach obliczala odlegloscei. Stwierdzita ona, ze wielko$¢ préby rzedu 7, a czasem
mniej osobnikow (przy 10 - 11 cechach) jest wystarczajaca dla uzyskania zadowa-
lagaco, wedlug autorki, dokladnej oceny odlegtosci, poniewaz podwyzszante liczeb-
nosci proby do 8 i wiecej osobnikOw powoduje nieznaczne juz tylko zmiany wartosci
obliczanych odleglodei. W ten sposob kwestie wptywu liczebnoscl prob uznano za
rozwiazana i przyjeto stale, ,,magiczne’ wielkosci istotnych statystycznie, na podsta-
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‘wie testu Rahmana, odlegtosci (np. 0,21, 0,33 — Roth-Lutra [1971]). Inaczej
ma sie sytuacja w odniesieniu do odleglosci statystycznej Mahalanobisa, gdzic
okreslenie istotnosci uwzglednia zaréwno liczbg cech jak 1 liczebnosci pordwnywa-
nych prob [Audersovn 1958].

W obu jednak przypadkach nie stosuje si¢ metod wnioskowania statystycznego
przy poréwnywaniu odleglosci pomigdzy soba; omdéwione wyzej okreslanie is-
totnodci statystycznej odlegtosci ma na celu jedynie stwierdzenie, czy dana odlegtos¢
jest istotnie rézna od zera. Celem niniejszej pracy jest wprowadzenie metod oceny
rzetelnoéci wartosci odlegtosci geometrycznych obliczanych z prob w taki sposob,
ktéry umozliwialby réwniez poréwnywanie odlegtosci pomigdzy soba.

Zajmiemy si¢ tutaj przede wszystkim klasyczna odlegloscia geometrycznag,
nawiazujac do oznaczen uzywanych w metodzi¢ Penrose’a, jakkolwiek wigkszos¢
przedstawianych ponizej uwag odnosi si¢ do wszystkich metod okre$lania odlegtosci
,,biologicznych”.

Przed przystapieniem do zasadniczego wywodu celowe jest podanie listy stoso-
Y\vanych dalej oznaczen:

C} — oszacowana z prob odleglos¢ geometryczna

Cé — oszacowana z prob odlegtosé ,,wielkosci” Penrose’a

-~

C; — oszacowana z prob odleglo$é ,,0g6lna” Penrose’a

n . . .

C2 — oszacowana z prob odlegltosé ,,uogdlniona” z poprawka na interkorelacj¢ cech
R 3 p €

Gy Cé, Cz, C; — wartosci tych samych odlegtosci po usunieciu wplywu liczebnosci
préb

Cirs Cé, (3, (3 — ,,idealne” wartosci tych samych odlegtosci, tj. po usunigciu wplywu

liczebnos$ci prob oraz liczby cech

— $rednia z proby

s — odchylenie standardowe z proby, tu traktowane tez jako oszacowanie odchyle-
nia standardowego w populacji generalnej o
1 — $rednia w populacji generalnej

E — blad losowy — odchylenie standardowe wartosci danego parametru (wskaza-
nego w indeksie przy E) z préb wokoél wartosci w populacji generalnej

N — liczebnos$¢ proby — liczba obiektéw jednostkowych

m — liczba cech

Klasyczna odleglo$¢é geometryczna ma postaé $redniego kwadratu réznic po-
miedzy znormalizowanymi na odchylenie standardowe wartosciami $rednich- aryt-
metycznych cech metrycznych charakteryzujgcych dwa zbiory osobnikow

ny 12 (=% 2\ °
Ci=—Y <_1__i> (5

m i=1 S;

Taki sposéb obliczania wymaga zalozenia, ze rozproszenie wartosci porownywa-
nych cech w obu zbiorach jest takie samo, réwne rozproszeniu w jednym ze zbioréw,
rozproszeniu w jakim§ arbitialnie przyjetym zbiorze ,,wzorcowym”, Tub Sred nicj
miar rozproszenia w obu zbiorach. Proponowano tez [Thoma 1978], by do normali-
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zacji uzywac¢ miedzygrupowego odchylenia standardowego. Po normalizacji wartosé
miary rozproszenia dla kazdej z cech wynosi teoretycznie 1 (s*=1).

Jak wiadomo, rzetelno$¢ oszacowania $redniej arytmetycznej ocenia si¢ za po-
moca bledu bedacego odchyleniem standardowym $rednich z préb o danej liczebnosci
wokot éredniej w populacji generalnej

s
Eee=— 6

Rzetelno$é za$ oceny réznicy pomiedzy dwema oszacowaniami $rednich z préb
wyraza si¢ blgdem réznicy Srednich

2 2
jo- W gy W (7
Ny N,

Jest to pierwiastek wariancji réznic pomigdzy srednimi z prob wokol réznicy
$rednich populacji generalnych. Gdy odchylenia standardowe i liczebnosci obu prob
sq takie same (s;=s,; N;=DN,), otrzymujemy

Eg-5= /252—3\/ﬁ\f ®)
X1 X2 _\W‘—— 4

za$ w przypadku wartosci ustandaryzowanych (s, =s, = 1) przy réznych liczebnosciach
(N1#N,) prob.

B Ly & ©)

a przy jednakowych liczebnosciach prob (N, =N,=N)
E;_5=V2IN (10)

Odlegto$é geometryczna mozna traktowaé jako wariancje wartosci $rednich
jednego z obiektéw wokol wartosci srednich drugiego z obiektéw. Wariancja ta
ma dwa skladniki. Jeden to roéznice pomiedzy $rednimi populacji generalnych,
z ktérych pobrano badane proby, a drugi to wariancja bledu losowego. Odlegtosé
geometryczng obliczona z préby mozna przedstawi¢ jako sume

1™ 1

i 1 2 (g —p 2\
B e ey (B (11)
. e & Nl N2 m iZ1 g;

i

Poniewaz przy ustalaniu odleglosci.chodzi o uchwycenie réznic pomigdzy po-
pulacjami generalnymi, z ktérych pochodza badane préby, od wartosci odlegtosci
oznaczonych z préb nalezy odja¢ wielko$¢ bledu losowego celem oznaczenia ,,praw-
dziwej” odleglosci .

L 1 1
Ci—0C; —(~—+-—) ' (12)
H H Nl N2
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Widzimy zatem, ze w przypadku odlegtosci geometrycznej, ktora jest de facto
wariancja, da si¢ nie tylko oceni¢ wielko$¢ bledu oszacowania, ale takze, korzystajac
z wiadciwosci zwanej addytywnoscig wariancji, oceni¢ rzeczywista wielko$¢ odlegtosci
geometrycznej. Spetnione by¢ musi jedynie zalozenie o tym, ze wariancje wszystkich
cech w obu porownywanych zespotach obiektow sg rowne 1. Jest to juz jednak
odrebna kwestia jakosci szacunkéw odchylen standardowych uzywanych do norma-
lizacji danych. L,

Badanie podobienstw i réznic obiektow biologicznych za pomoca odlegtosci
geometrycznej ma na celu stwierdzenie ogdlnego ,,pokrewienstwa’ tych obiektow,
a wigc podobienstwa, lub réznicy, we wszystkich mozliwych cechach. 'W praktyce
nie bada si¢ jednak absolutnie wszystkich cech, a jedynie pewien ich zestaw (m),
ktory mozna traktowac jako probg pobrana sposréd wszystkich cech. Zatem warto$é
odlegtosci geometrycznej da si¢ traktowac jako wariancje z proby m cech. Poniewaz
biad standardowy oszacowania wariancji jest funkcja jej wielkosci oraz liczebnosci
préby [Jasicki i in. 1962] w naszym przypadku wynosi on:

c V2 (m ——.—L)

Ep=- (13)

m

Wielko$¢ tego bledu stanowi podstawe oszacowania przedziatu ufnosci, w ktérym
miedci si¢ ,,idealna” warto$é (5.

Z powyzszych rozwazan wynika tez, Zze pordéwnanie pomiedzy soba parami
wartosci odlegtosci Cj (po usunieciu wplywu liczebnosci préb) oprzeé¢ mozna na
tescie F Snedecora stuzacym do porownywania ze soba wariancji. Warto$¢ funkcji
testowe] przedstawia si¢ nastgpujaco:

s, Ch, my(m,—1)

F’'= e , 14
Ch, my(m—1) 3

Jak zawsze w tym teScie warto$¢ wariancji w liczniku musi by¢ wigksza od war-
to$ci w mianowniku, a warto$¢ testowa porownuje si¢ z wartoscig krytyczng dla
my—11 m,—1 stopni swobody.

Usuwanie wplywu liczebnosci prob na wielkosé 6,2, komplikuje si¢, gdy liczebnosci
obserwacji poszczegolnych cech roznia sig w obrebie kazdego ze zbiordw, a dzieje
sie tak czesto w praktyce badan materialdw szkieletowych o réznej kompletnosci
zachowania poszczegolnych czesci czaszek. Wowczas nalezatoby ustalaé osobno
wariancj¢ bledu losowego wartosci kazdej z cech, mozna jednak zastosowac oblicze-
nie $redniej, dla danego zbioru liczebnosci, przez analogi¢ do liczebnosci $redniej
stosowanej w rachunkach powtarzalnosci (korelacji wewnatrzklasowej) [Svab 1978]

m

i g2 ] " & "
W et Z"i—-z—n—' (L5)

n; — liczba obserwacji i-tej cechy. Wartosci N podstawia si¢ odpowiednio do (11)
i (12).



Wiarygodno$¢ wielocechowych miar odleglodci geometrycznej 71

Pierwsze, wprowadzone przez J. Czekanowskiego [1909] okreslenia odlegtosci
biologicznej opieraty si¢ na obliczaniu nie odleglosci geometrycznej, a przecigtnej
16znicy pomigdzy poréownywanymi oblektaml Do dzis uzywa sig tego sposobu.
W metodzie Penrose’a, poza wartoscia CH oblicza si¢ warto$¢ CQ zwanga ,,odlegtoscia
wielkosci”. Jest ona po prostu kwadratem przecigtnej réznicy pomiedzy wartosciami
§rednimi unormowanymi na odchylenia standardowe

= S 1 m E_1_§_2 2

o= oy Mt %2 (16

0 (m z i )
Poniewaz C’Q jest po-prostu srednig wartoscia réznicy $rednich z préb, a wariancja

bledéw tych réznic jest, jak wiadomo z (9), réwna sumie odwrotnosci liczebnosci

prob, wariancja bledu losowego C, wyniesie

1 1: 1 ;
E? e 17
Co™ <N1 +Nz> (17)

‘W przypadku srednich, odmiennie niz w przypadku wariancji, bledy losowe nie
sumuja si¢ w jednym kierunku, a cze$ciowo si¢ znosza, gdyz obarczone btedami oszaco-
wania z préb dodawane sg do siebie wraz z ich znakami. Stad odwrotnie proporcjo-
nalna zaleznos$¢ wielkosci btedu od liczby branych pod uwage cech. Dla miary poto-
zenia, mimo znajomosci wielkosci bledu losowego nie mozna wyznaczy¢é dokladnej;
nieobarczonej bledem wartosci, a jedynie mozna podac przedziat ufnosci. Wyznacza
si¢ go dodajac do wartosci wyznaczonej z proby i odejmujac od niej odpowiednie
do zatozonej szerokosci przedziatlu wielokrotnosci wartoéci bledu losowego. Dla
959, przedzialu ufnosci C, granice ksztaltuja si¢ nastgpujaco:
gbrna

~ 1 /1 1
Cy=Cy+1.96 L,___+__> 18
0=Co N (N1 (18)
i dolna
CQ=6Q—1,96\/1_<L+L> (182)
m\N; N,

‘W ten sposdb wyznacza si¢ granice przedziatu ufnosci wartosci Cp; dla czesciej
uzywanej w zastosowaniach warto$ci Cé obliczone wielkosci granic przedzialéw
ntnaser nalezy pndniese do kwadratn

Przedstawione postgpowanie jest stuszne przy zaloZeniu, ze badamy odleglosé
pomiedzy zbiorami obiektow pod wzgledem okre§lonego zestawu cech (112). Chcac
natomiast wyznaczy¢ granice przedziatu ufnosci dla wartosci Cé majacej wyrazaé
ogblne podobienstwo dwodch zbiorow we wszystkich ich cechach, a oszacowane
iylko na podstawie zestawu m cech musimy zajacc sig tzw. ,,odleciosmac ogdlna”
— CP Otrzymuje si¢ ja przez odjecie wartosci CQ od wartos$ci CH

Ei=ci-nl. (19)
Ta odlegtos$¢ ogdlna jest niczym innym jak wariancjg roéznic poszczegdlnych cech
wokot réznicy przecigtnej C,. Blad $redniej, jak tatwo zauwazyé, wynosi w tym przy-
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padku:

Cim e
E. = / e / = 20
" Nmm—-1) Vm-1 @2

Bledu tego, podobnie jak i poprzednio, nie da si¢ wytraci¢ z wartosci ¢ o a jedynie
mozna na jego podstawie wyznaczy¢ przedziat ufnosci dla dokladnej wartosci (5.
Dla 959 takiego przedziatu granice wynosza:
2érna 4

{o=Co+1,96E, (21)
i dolna
{o=Co—1,96E,, (21a)

Dla wartosci (:é obliczone wartosci granic nalezy oczywiscie podnies¢ do kwadratu.
Nie ma sensu podnoszenie do kwadratu wartosci granicy dolnej, gdy okazuje sig, iz
jest ona mniejsza od zera. W takim wypadku przyjmujemy ze przedziat ufnosci,
niezaleznie od wyrachowanej bezwzglednej wartosci liczbowej dolnej granicy,
rozciaga sie od zera do wartosci gornej granicy podniesionej do kwadratu. Powyzsze
oszacowanie ma charakter przyblizony, ujmuje wplyw liczebnosci préb tylko w spo-
sOb posredni, poprzez uwzglednienie surowej wartosci C 2, ktora jest zawsze wigksza
przy mniejszej liczebnosci prob, a zatem odzwierciedla liczebnos¢ prob w wartosci
6‘}2’. Doktadne wyznaczenie granic przedziatu ufnosci wartosci Cé wymagatoby
uprzedniego wyznaczenia granic przedzialu ufnosci dla 7 i {3, co znacznie komplikuje
rachunki a nie przynosi juz znaczniejszego przyrostu informacji (uszczegdtowienia)
o zakresie, w jakim mozZe si¢ miesci¢ faktyczna wartos¢ ,,odleglos¢ wielkosci” Cé,“

Przedzial wyznaczany na podstawie rownan (21) i (21a) jest juz i tak, szczegdlnie
po podniesieniu do kwadratu, wystarczajaco szeroki, by stwierdzi¢, ze wyliczana
przez badaczy wielkos¢ liczbowa 65 nie ma wigkszej rzeczywistej warto$ci poznaw-
czej w przypadku wnioskowania na jej podstawie o ogélnym podobienstwie biolo-
gicznym porownywanych zbioréw.

Okredlenie wiarygodnos$ci statystycznej dwoch miar odleglosci uogdlnione;..
tj. (A?f; (por. (19)) oraz poprawionej ze wzgledu na interkorelacj¢ cech wartosci 6,%
[Knussmann 1967]:

mR

pEaE 4 22)
1—R+mR (

Cr=Ci—K-Cj;

(gdzie R — wspolezynnik interkorelacji m cech) polega na wyznaczeniu wartosci
C;, wedtug (12) oraz przedziatu ufnosci Cé i nastepnie podstawieniu, w przypadku
obliczania goérnych granic przedzialéw ufnosci, odpowiednio dolnych, a w przypadku.
dolnej granicy — gdérnych granic przedzialéw ufnosci wartosci Cé. Mozna by jeszcze
rozwaza¢ wiarygodnos$¢ poprawki K w zaleznosci od liczby branych pod uwage
cech i sposobu wyznaczania interkorelacji, wydaje si¢ to jednak niekonieczne gdyz
zwykle wspolczynnik R przyjmuje sie jako obowiazujaca, dana a priori’ wartosc,
a liczba cech jest warfos’cia catkowicie pewna nie podlegajaca oszacowaniu.
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Jezeli celem jest wnioskowanie o podobienstwie w obrebie zestawu m cech wow-
czas granice przedzialu ufnosci wartoéci Cr przedstawiaja sie nastepujaco:
gorna ,

Ci=C2—K(Co—1,96E,)> (23)

i dolna ~
Cr=Ch—K(Cy+1,96E.,)’ (23a)

W przypadku Cj postepowanie jest takie samo, tylko do réwnan (23) i (23a)
podstawia si¢ K=1.

Dla znalezienia granic przedzialu ufnosci wartosci doktadnych (3 i {3, stuzacych
do wnioskowania o ogdlnym podobienstwie biologicznym, nalezy oznaczy¢ granice
przedziahu ufnosci dla {7 wedhug wzoru (13) i nastepnie podstawi¢ do (23) zamiast
C}, warto$é gérnej granicy tego przedziatu a do (23a) dolnej. Nalezy jednak zauwazy¢,
ze na skutek kombinacji prawdopodobienstw tak wyznaczone granice sa wilasciwe
dla przedziatu ufnosci 99,759;,. Aby otrzymaé granice 959 przedziatu ufnosci
odlegtosci ,,uogdlnionych”, nalezy wartosci bledéw losowych (7 i Cé mnozy¢ przez
0,76, co odpowiada prawdopodobienstwu popetnienia bledu dla kazdej z nich
rownemu 0,22, a zatem kombinacji prawdopodobienstw rownej 59;,. Dla przyblizo-
nej oceny mozna tez uznac 6,2, lub 6,% za wariancje¢ i skorzystac¢ z wzoru (13) podsta-
wiajac je zamiast C7.

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wartosci odleglosci biologicznych szczegdlnie
zas ,,uogoélnionych’ odlegtosci Penrose’a obarczone sa znacznymi bledami loso-
wymi. Sa one najwigksze w tych sytuacjach, w ktorych uznaje sie je za mierniki
generalnego podobienstwa biologicznego, a nie za miary roéznic pomiedzy zestawami
cech. Rachunkowa komplikacja miar typu Cp czy Cp w stosunku do prostej odlegtosci
geometrycznej nie podnosi weale dokladno$ci uzyskiwanych wynikow, a wprost
przeciwnie, zwigksza ja zaciemniajac oceng wiarygodno$ci statystycznej, a co za
tym idzie pozostawiajac wigksza dowolnos¢ interpretacji wynikdw zgodnie z uprzedni-
mi w stosunku do badan ilosciowych intuicjami czy wrecz przekonaniami badaczy
o relacjach pomiedzy grupami. Wydaje si¢, ze optymalna miara pozostaje odlegto$é
D? Mahalanobisa uwolniona od wplywu korelacji pomiedzy cechami i o dajacej
si¢ fatwo ocenia¢ wiarygodnosci statystycznej [Anderson 1958, Califiski i Kacz-
marek 1976]. Jesli za$ nie mozna jej obliczy¢ z jakichkolwiek wzgleddw technicz-
nych, najlepiej stosowaé prosta odlegtosé geometryczna typu Cp lub DD? Czeka-
nowskiego wraz z poprawka na liczebnos$¢ prob.

Jednym z paradoksow zwiazanych z omawianymi metodami jest to, Zze wraz
z¢ spadkiem liczebnosct jednostek obserwacymych w porownywanych zbiorach,
nieuchronnie wzrastaja przecietne odleglosci pomiedzy nimi. Rosnie tez wariancja
odlegtosci liczonych dla réznych zbiorow, w zwiazku z czym otrzymuje si¢ obraz
pozornie ,,jasniejszy”, o wyrazniej rysujacych si¢ roznicach miedzygrupowych. Jest
to jednak artefakt wynikajacy z wplywu liczebno$ci préb.

I. Schwidetzky [1967] i R. Knussmann [1967] w sposob ,,empiryczny”,
wykonujac rachunki dla rozmaicie dobranych prob, starali sie wykazaé przydatnos$é
metody Penrose’a do badan podobiedstw i réznic pomiedzy grupami ludzkimi.

.
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1. Schwidetzky, na przyklad, obserwowala, jak zmieniaja si¢ odlegtosci pomiedzy
“tymi samymi zbiorami czaszek, jesli do obliczen wezmie si¢ kolejno dane o jednej,
-dwoch, trzech itd. czaszkach z kazdego zbioru, stwierdzajac, Ze liczebnosci rzedu 7
i wigcej obiektow z kazdego zbioru sa wystarczajace dla ,,ustabilizowania” wartosci
-odlegtoéci otrzymywanych z rachunkéw. R. Knussmann stwierdzit wysoka korelacje
pomiedzy odlegtosciami Penrose’a 1 Mahalanobisa w zbiorze 14 serii czaszkowych
.0 liczebnosci 10 do 88 osobnikow (r=0,93), natomiast dla serii o mniejszej liczebnosci
(5 -9 osobnikéw) korelacja byta bardzo niska (r=0,21) i nieistotna statystycznie.
Dla polaczonego zbioru wszystkich, mniejszych i wigkszych serii (w sumie 210
-odlegtosci) korelacja dwu omawianych miar okazala si¢ takze mata (r=0,33). Fakt
‘ten nie zniechgcit jednak licznych badaczy do stosowania na szeroka skalg odlegtosci
Penrose’a a nawet tendencyjnego powolywania si¢ jedynie na ,,dobry” wynik R.
‘Knussmanna ‘dla serii o wigkszej liczebnosci jako na dowdd znacznej wartosci
-poznawczej odleglo$ci Penrose’a (por. np. Piontek [1979]).

. Liczni badacze uzyskiwali za pomoca metody Penrose’a wyniki zgodne z ,,rzeczy-
wistos$cig etniczng” czy ,,intuicja historyczna™ dotyczaca zréznicowania grup ludz-
‘kich. Skrajnym przykladem takiego postgpowania jest praca J. Piontka i M. Kacz-
-marek [1981], ktérej autorzy uwierzywszy w moc metody Penrose’a i testu Rahmana,
dobierajac tendencyjnie material stowianski o rdéznej liczebnosci ,,udowodnili”,
ze odlegtosci biologiczne nie odzwierciedlaja tego, co wedlug nich stanowi roznice
etniczne. Jest to catkowicie niepoprawne tak z punktu widzenia log1k1 jak i metodyki
badan statystycznych.

Mozna empirycznie wykazaé, w jakim stopniu liczebnos¢ prob wptywa na wyniki
osiggane za pomoca obliczen odlegtosci geometrycznej i jej pochodnych. Nim przej-
dziemy do dowodow stricte empirycznych, przyjrzyjmy sie przykladom rachunko-
“wym zastosowania wnioskowania statystycznego proponowanego w niniejszej pracy.

PRZYKEADY RACHUNKOWE

Przyktad I. Poréwnujemy z soba dwie serie czaszek biorac pod uwage ,,stan-
«dardowy” zestaw 10 cech puszki mdzgowe;j i twarzy. Plerwsza seria hczy 25 czaszeI\
druga 32 czaszki. Z rachunkéw otrzymujemy: CH—O 45, CQ—O 12, CP-—O 331 CR»—
=0,36. Wedtug wzoru (12) C} wynosi 0,45—0,07=0,39, za$ granice 959, przedziatu
ufnosci dla {3 z (13): gérna 0,39+41,96-0,17=0,72 i dolna 0,39 —1,96-0,17=0,06.
Przedziat ufnosci dla Cé okreslamy korzystajac z wzordéw (18) i (18a) na [0,35+
+1,96\/O,1 (0,03+0,04—)]’=0,26 (gorna granica) i (0,35—0,16)>=0,04 (dolna gra-
granica). Wyznaczenie granic przedziatu ufnosci dla Cé wymaga z kolei zastosowania
wzoréw (20) (21) i (21a), skad otrzymujemy E,,=0,19, a co za tym idzie Cé miesci
sig¢ w granicach od zera, bo 0,35—0,19-1,96<0, do (0,35+0,37)*>=0,52. Poniewaz
przedzial ufnosci obejmuje zero, warto$¢ ta nie rozstrzyga o biologicznej roZnicy
pomiedzy badanymi grupami.

Okreslenie przedzialu ufnoséci dla Cp przebiega wedtug (23) i (23a). Korzystamy
tu z uprzednio obliczonych granic przedzialu ufnosci Cé, ktore wynosza 0,04 i 0,26
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-oraz warto$ci Cf, wynoszacej w niniejszym przyktadzie 0,39. Gérna granica przedziatu
ufnosei C7 wynosi zatem 0,39 —0,04=0,35, a dolna 0,39-0,26=0,13. Odpowiednie
rachunki dla Cg wymagajy przemnozenia 0,041 0,26 przez poprawke K uwzglednia-
Jaca liczbg cech (tu 10) i interkorelacje pomiedzy nimi. Wynosi ona dla standardo-
wego zeslawu cech czaszki 0,233 [Résing 1975]. Zatem dla 10 cech K= 0 79
Uwzgledniajac podane poprzednio wartosci liczbowe oraz te poprawke, z wzoréw
(23) i (23a) otrzymujemy granice 95 %, przedziatu ufnosci dla - 1owne 0,39-0,75-
-0,04=0,36 (gorna) i 0,39—0,75-0,26=0,20 (dolna).

Szacunki granic przedziatéw ufnosci dla wartosci ,,doktadnych” pozwalajacych
uogodlnia¢ wnioski na cato$¢ cech biologicznych wymagaja uwzglednienia kombinacji a
prawdopodobienstw, a zatem przemnoZenia odpowiednich wartosci bledéw przez
0,76. Dla odleglosci CQ tak uzyskany 78 9] przedzial ufnosci rozciaga sie od (0,35—
—0,76:0,19)>=0,04 do (0,35+0,76:0,19)2=0,24 za$ gbérna granica przedziatu
ufnosci ¢ wynosi 0,39 +0,76- 0,17=0,52 a dolna 0,39—-0,76-0,17=0,26 przy praw-
dopodobiefistwie popetnienia bledu réwnym 22 %. Zatem caly 959, przedzial ufnosci
dla ¢} ma granice: gorng 0,52—0,04=0,48 i dolna 0,26—0,24=0,02. Taki sam
przedziat dla {3 po wykonaniu odpowiedniego mnozenia przez K=0,75 rozciaga
si¢ od 0,26—0,75-0,24=0,08 do 0,52—0,75-0,04=0,49. Widaé, ze przedzialy dla
‘wartosci odlegtosci ogdlnych sg bardzo szerokie mimo uwzglednienia 10 cech w se-
riach czaszkowych o nie najmniejszej, jak na tego typu materialy, liczebno$ci. Zatem
wnioskowanie o ich wzajemnym podobiefstwie biologicznym nie jest zbyt dokladne.
Niemozliwe bedzie tez uprawnione matematycznie stwierdzenie, czy odleglo$¢ po-
miedzy tymi seriami jest wigksza czy mmejsza od odleg}osm pomiedzy innymi dwoma
seriami, dla ktérych wyrachowano np. CP 0,21 i CR—() 23,

Przyktad II. Poré6wnajmy z soba nieliczne, co sie czesto zdarza, zbiory czaszek
neohtycznych N, =17, N,=9), charakteryzowane orzez6 cech kazdv Wyrachowane
z danych odleglosci Wynosza: CH—I 75, CQ-—O 69, CP—I 06, CR—I 23. Obliczamy
C;=1,75-0,25=1,50, a 95% przedzial ufnoici (h=1,50+1,96-0,79 czyli od
—0,05 do 3,05, a zatem odlegto$¢ jest formalnie nieistotnie rézna od zera. Przedziat
ufnosei CQ wynosi (0,83+1,96-0,21)* czyli od 0,18 do 1,52. Stad 95% przedziat
ufnosci C7 ma dolna granicg réwna 1,50—1,54=—0,04 a gérng 1,50—0,18=1,32
obejmu]qc tym samym zero a zatem wskazujac na brak istotnodci statystycznej
‘wartosci CP Odpowiedni przedzial ufnosci dla C2 rozciaga si¢ od 0,35 do 1,37
zazgbiajac si¢ tym samym z odpowiednim przedziatem dia poprzedniego przykladu,
Mozna wige wnioskowac, ze wartosé &’f{ z poprzedniego przykladu rowna 0,36 nie
réznl si¢ istotnie od wyliczonej w niniejszym przyktadzie réwnej 1,23, mimo iz ,,na
uko™ 102nics pomledzy nimi jest duza.

Przedzialy ufnosci dla wartosci Cé, (rit ﬁ sq jeszcze znacznie szersze i odpowiednie
ich granice wynosza kolejno: od 0,17 do 1,56, od —0.49 do 1. ,87 oraz od —0,14
do 1,93. Zatem odlegtoscei ,,uogdlnione’ maja przedzialy obejmujqce zero, a wszystkie
wyliczone przedziaty utnosci zazebiaja si¢ z przedzialami ufnosci dla wartoéci z po-
przedniego przykladu. Niewiele wiec mozna wnioskowaé o ,,Wzajemnym ogolnym
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podobienistwie biologicznym” poréwnywanych tu serii ani tez jego stosunku do
podobienstwa serii poréwnywanych w poprzednim przykladzie. Jedyna nadajaca
sie tu do rzetelnego wnioskowania wartoscia jest G

Analizujac wyniki otrzymane w obydwu przykladach warto zwrdcic jeszcze uwage
na to, iz ,.surowe” wartosci odlegtosci € 6,% leza nie w $rodku wtasciwych im
przedzialéw ufnosci, ale w poblizu ich gérnych granic, co wynika ze stosowania
odpowiednio poprawionej na liczebno$¢ prob wartosci Cj, do ich obliczania. Widaé
wiec wyraznie, ze liczebno$¢ prob poréwnywanych wywiera na te odlegtosci wptyw
jednostronny. Zmniejszanie liczebno$ci prob prowadzi do powigkszania odlegtosci
i vice versa, oczywiscie w scnsie statystycznym, wigkszego prawdopodobienstwa.

UZASADNIENIE EMPIRYCZNE

Na podstawie danych i wynikéw przedstawionych przez autoréw pracujacych
metoda Penrose’a mozna okazaé wplyw hczebnosm prob na wartosci miar odlegtosci.
Poniewaz najszerzej uzywano odlegtosci CR jako ,,najogdlniejszej”’ miary, ona
wlasnie najczeséciej podawana jest w opracowaniach. Autorzy nie przytaczaja innych
,.posrednich” wedlug nich miar. Sytuacja taka utrudnia postgpowanie majace na
celu okazanie wplywu liczebno$ci prob na wielko$¢ odlegtosei gdyz, jak widac
w poprzednich czesciach ml’lleSZCj pracy, najwyrazniejszy wplyw wywiera ona na
odleglo$¢ geometryczna typu C,,, natomiast w przypadku miary ,,0g6Inej” liczebnos¢
prob po czgsci powigksza ty]ko losowe, obustronne (w gore i w dot) wahania wartosci
CQ, a poprzez nia takze CR

Postgpowanie empiryczne polegalo na wybmmu z literatury danych dotyczacych
liczebnosci serii czaszek oraz odleglosci CR pomigdzy nimi, a nast¢pnie zbadaniu za
pomoca analizy wariancji zwiazku, jaki zachodzi pomigdzy sumami odwrotnosci
liczebnosci pordwnywanych serii (wedtug 12) a wielkosciami odlegltosci Penrose’a.
Postepowanie to zastosowano do trzech zespoldw danych. Na pierwszy z nich sktadaja
sie dane o 22 seriach z terenu Europy datowanych na VII - VIII wiek n.e. [Roth-
-Lutra 1970, 1971]. Drugi zespot stanowia dane I. Schwidetzky [1967] o 22 seriach
neolitycznych (4 - 3 tys. lat p.n.e.) z terenu Europy. W tym przypadku wziete zostaly
pod uwage tylko dane dotyczace serii charakteryzowanych kompletem cech; wy-
laczono z analizy serie charakteryzowane tylko przez 7 cech.

Na trzeci zespol sktada sig 14 zenskich serii czaszkowych z terenu Polski dato-
wanych na wezesne $redniowiecze [Piontek 1979]. W zespole tym jedna z odlegtosci
(Wislica-Tomice) zostala w druku blednie podana jako 0,01, po przeliczeniu z danych
opublikowanych w cytowanej pracy J. Piontka okazalo si¢, iz odlegtos¢ ta wyn051
0,24. Taka tez warto$¢ wlaczono do obliczen.

Tabela 1 zawiera dane liczbowe charakteryzujace zwiazek liczebnosci z odlegtos-
ciami Cj. We wszystkich trzech przypadkach zalezno$é jest istotna, a jej kierunek
zgodny z przewidywaniami. Jedyny wyjatek stanowi klasa najwigkszej liczebnosci
poréwnywanych serii (do 0,1) dla neolitycznych serii I. Schwidetzky’ej [1967].
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Tabela 1. Zalezno$¢ pomiedzy liczebnosciami poroéwnywanych serii czaszkowych (N, 1 N»)
i odieglosciami Cg Penrose’a

1 1 |
e ..I_ ey
N; N, ponad R
- - do 0,1 |do0,2do 0,3 [do 0,4 F°, p, n
Autor i rodzaj 0,4
danych |
Roth-Lutra [1970, 1971] N 51 65 38 33 45 F°=15,46
meskie, VII - VIII w.n.e. Cz | 0291 034! 0,42 | 059 | 0,56 | p=3-10-1t
Europa s> 0,03 | 0,04 | 0,04 | 0,10 | 0,06 | 7=0,46
Schwidetzky [1967] N 28 78 53 31 29 F2=2.63
meskie, 4 -3 tys. lat p.n.e. Ci 0,88 | 0,79 | 0,79 | 1,06 | 1,16 | p=0,04
Europa 52 0,43 | 0,381 0,52 | 0,32 0,30 | #=0,22
Piontek [1979] ; JY 13 66 10 — - F°=3,51
kobiece, wczesne $redniowiecze, CZ 0,26 | 0,40 | 0,41 — - p=0,03
Polska s2 1001 { 004 002 — | — |#=028

Jednak liczba tych odlegtosci jest mata i wahnigcie to moze mie¢ charakter przy-
padkowy.

Fakt stwierdzenia istotnych zaleznos$ci jest szczegdlnie znaczacy w Swietle po-
przednio juz wyrazonych zastrzezen co do wartosci E?fz jako miary niejednokierunkowo
zaleznej od liczebnosci, oraz tego, ze liczebnosci obserwacji dla poszczegdlnych
cech w kazdej z serii byly rézne, co zmusito do uzywania w analizie wariancji przy-
blizonych, u§rednionych liczebnosci obserwacji dla poszczegdlnych serii. Uzasadnione
zatem wydaje si¢ wyrazenie przekonania, ze gdyby zastosowac miar@fé oraz do-
kladne liczebnosci obserwacji dla kazdej z serii, zalezno$¢ zarysowalaby sig jeszcze
wyrazniej.

Tabela 2 zawiera podobne dane dotyczace odlegtosci D* Mahalanobisa po-
chodzace z wlasnych niepublikowanych jeszcze obliczen dla 22 serii meskich z terenu
Europy Srodkowej datowanych na wezesne sredniowiecze. Zaleznosé jest nieistotna
statystyeznie, przyrost wartosci srednich wraz ze spadkiem liczebnosci badanych
serll rysuje slg stabo.

Tabela 2. Zalezno$¢ pomiedzy liczebnosciami porownywanych serii
czaszkowych (N; i N,) i odleglosciami D? Mahalanobisa

1 1
N—1+M |40 0,1 |10 0,2 pomad) g 4
Rodzaj danych | 0.2 i
dane wiasne, N |87 |120 ! 27 F°=1,40
meskie, wezesne $redn. D? 4,37 4,63| 5,63‘ p=0,25
Europa Srodkowa. 52 15,21 9,12 10,63 n=0,11

Innym jeszcze sposobem postepowania zmierzajacym do okazania zaleznosci
pomiedzy liczebno$cia badanych serii a wielkosciami odlegtosci Penrose’a byto
obliczenie przecigtnych liczebnosci zespotow serii czaszek i1 zestawienie ich z prze-
cigtnymi odlegtosciami 6,% obliczonymi dla tych samych zespotow seru. Skorzysta-
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Tabela 3. Charakterystyki rozkladow liczebnosci serii z Europy uzywanych do obliczania $rednich:
odlegtosci Cp Penrose’a przez I. Schwidetzky [1967, 1972] — do kofica okresu p.n.e. oraz J.
Piontka [1979] — dla wczesnego $redniowiecza. g — $rednia geometryczna, # — $rednia

harmoniczna
N = 2 — =2
Okres SaH % g h s Cxr
do 4 tys. lat p.n.e. 9 8,1 6,8 5,6 4,5 0,93
4.3 tys. lat pn.e. (- ril3 29,7 19,1 13,0 29,1 0,63
3-2,5 tys. lat p.n.e. 15 23.2 19,1 16,6 16,9 0,59
2,5-2 tys. lat p.n.e. 34 22,9 17,0 13,4 21,7 0,73
2 -1 tys. lat p.n.e. 31 24,7 20,3 15,9 15.2 0,58
1000 - 0 lat p.n.e. 71 422 23,5 17,8 102,3 0,50*
wczesne sredniowiecze 40 37,9 24,3 17,8 46,7 0,37
* — warto$¢ usredniona z podanych przez autorke¢ 0,54 i 0,45.

lismy w tym przypadku z danych 1. Schwidetzky’ej [1967, 1972] oraz J. Piontka
[1979]. Obliczylismy $rednie arytmetyczne, geometryczne i harmoniczne liczebnosci
serii, dla ktérych autorzy ci okreslali przecigtne odleglosci Penrose’a. Okazuje sig:
(tab. 3 i 4), ze zwiazki przecigtnej liczebnosci serii z przecigtnymi odlegtosciami
Penrose’a sq bardzo wysokie, wspolczynniki korelacji nieistotnie odbiegaja od ideal-
nej wartosci 1,0. Wedtug podanych statych réwnan regresji mozna z duza pewnoscia.
przewidywa¢ przecigtng odleglo$¢ serii na podstawie znanej ich liczebnosci.

Tabela 4. Obliczona z danych tabeli 3- korelacja

pomiedzy przecigtng liczebnoscia porownywanych

serii a przecietna odlegloscia Cr pomiedzy nimi

oraz parametry rOwnan regresji postaci Cri=u+0bN,
N oznacza przecietna liczebno$é

Srednia [ r a | b
arytmetyczna X —0,89 1,00 —0,014
geometryczna é —0,96 1,16 —0,029
harmoniczna /4 —0,93 1,17 —0,038

Ten ostatni wynik stawia pod znakiem zapytania interpretacj¢ jaka wymienieni
autorzy stosowali wobec obserwowanych zmian przecigtnej odleglosci Penrose’a
w czasie. Uwazali oni te zmiany za odzwierciedlenie rzeczywistego spadku zrézni-
cowania miedzypopulacyjnego z uptywem czasu. Tymczasem przed wyciagnigciem
takiego wniosku nalezaloby usunaé z wartosci przecigtnej odleglosci te jej czgsc.
ktéra wynika z prostego faktu wzrostu przecigtnej liczebnosci serii czaszek wraz
z uplywem czasu historycznego.

Podsumowujac nalezy stwierdzi¢ mata przydatno$¢ zlozonych ,,uogdlnionych’
odlegtodci do badaf zréznicowania miedzypopulacyjnego cztowieka, a w szczegol-
noséci do orzekania o stopniu ich wzajemnego ,,podobiefistwa biologicznego”. Do
tych celow lepiej jest stosowaé proste odlegtosci geometryczne lub odlegtosci sta-
tystyczne Mahalanobisa uwzgledniajac fakt wpltywu liczebno$ci poréwnywanych
prob na ich wartosci 1 stosujgc odpowiednie metody wnioskowania statystycznego.
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RELIABILITY OF MULTIVARIATE MEASURES OF GEOMETRIC DISTANCE WITH
SPECIAL REFERENCE TO THE PENROSE DISTANCE

by MACIE] HENNEBERG

‘Lhe author briefly describes the idea of multivariate geometric distance (eq, (1), (la)) and
states il il way be, for comparisons between groups, treated formally as ri variance of one set
of averages around the other. Since the averages of variables characterizing groups are computed
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for a limited number of observations, they are in fact only estimates with a certain degree of
error. According to well known statistical theorems variance of sample means around the mean
of the general population is a function of standard deviation and sample size (eq. (6 -10)).
While we deal with normalized values (S.D.=1) this variance which square root s called a stan-
dard error becomes simply proportional to inverse sample size. Therefore a multivariate geo-
metrical distance computed from sample averages (of Ch type) can be perceived as consisting
of two parts: variance between averages ol general populations from whlich e satuples aie
respectively taken and variance of random error (eq. (11)). This allows corrections of geometrical
distance values for sample sizes to be made (eq. (12)). Furthermore, if one is looking for general
similarity or dissimilarity between two populations it must be taken into account that a measure
of distance is computed on a limited number of variables (m) only. Appropriate correction
for number of variables may be obtained in a form of confidence limits computation (eq. (13)
and following). ,,Distances” estimated directly from samples are labelled 6’2, corrected for sample
size only C? and corrected for both sample size and number of variables {? with appropriate
indices: H — ,,shape distance”, QO — ,,size distance”, P — ,,generalized distance” and R — ,,gene-
ralized “distance” corrected for intercorrelation between variables.

Numerical examples of statistical evaluation are given. When computing confidence interval
limits for ,,generalized”” measures it should be taken into account that combination of probabilities
of error for their constituent parts occurs and thus appropriate error estimates should not be
multiplied eg. by 1,96 for 95 % confidence interval but by 0,76 (see Przyktad I and Przyklad II).

From general considerations and numerical results it may be concluded that for the range
of sample sizes and variable numbers most commonly encountered in physical anthropology
studies confidence intervals, of ,,generalized” measures of distance are quite wide and hence
their reliability low, putting their practical usefulness to serious doubt. More reliable and easier
testable turns out to be a simple geometrical distance.

The third part of this paper deals with empirical proofs of sample size influence on distance
values. First (table 1) are presented relationships between sample sizes and individual 6,% dis-
tances computed by other authors. It may be seen that relationship is clear-cut and statistically
significant. The same sort of relationship for D2 of Mahalanobis (table 2) turned out to be insigni-
ficant. The other kind of proof is provided by correlation between average sample size (arithmetic,
geometric and harmonic means) and average distance calculated for the same set of sample
groupings (table 3 and 4). This last result puts in doubt claims of some authors that a decrease
of biological distance between groups occurred through time. Before arriving at such a conclusion
they should correct their results for effects of sample sizes.

The overall conclusion of the paper is that tests of statistical significance should be applied
to various measures of distance and that the best of these measures is D? of Mahalanobis. If
this measure cannot be used for whatever reasons it is most advisable to use simple measure
of geometrical distance corrected for sample sizes.




